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AVANT-PROPOS 



L'idée de constituer en corps de doctrine la Physique mathéma- 
tique est due à Poisson, qui comptait publier un Traité complet sur ce 
sujet. Mais il n'a pu faire paraître que deux volumes de son Ouvrage, 
se rapportant respectivement à la capillarité (i83i) et à la théorie de 
la chaleur (i835). La mort est venue le surprendre en 1840, avant 
qu'il ait pu coordonner ses nombreux travaux sur les autres branches 
de la Science à laquelle il venait de donner un nom, et notamment sur 
le magnétisme. 

La Physique mathématique, telle qu'on Tentend actuellement, doit, 
il nous semble, être considérée comme ayant pour point de départ la 
théorie de la capillarité, que T^aplacea substituée à la théorie très con- 
testable de Clairaut, laquelle est à peu près tombée dans Toubli. 

Un peu plus tard (i 807-1 822), Fourier est venu donner à la Phy- 
sique mathématique un appoint considérable, en créant sa théorie ana- 
lytique de la chaleur, qui a eu d'ailleurs pour conséquence de faire 
faire un immense progrès à l'analyse des équations différentielles par- 
tielles. 

En 1824, Sadi Carnot jette les bases de la thermodynamique. 

De 1819 à 1827, Fresnel crée la théorie actuelle de la lumière. 

De 1820 à 1827, Ampère crée l'électrodynamique. 

En 1827, Navier donne les équations fondamentales de la théorie 
de l'élasticité, théorie qui a reçu depuis tant de développements de la 
part de Cauchy, Lamé et de M. de Saint- Venant. 



VI AVANT-PROPOS. 

Les géomètres français ont, comme on le voit, joué un rôle capital 
clans la création de la Physique mathématique. 

Mais, depuis un certain nombre d'années, nos jeunes analystes, à 
(juelques exceptions prés, ont tourné leurs vues dans une autre direc- 
tion, tandisqueles savants allemands (Clebsch, Riemann,(ilausius,elc. i 
et anglais (G. Green, W. Thomson, J. Thomson, etc.) s'emparaient 
de la Physique mathématique, à laquelle ils ajoutaient de nombreux 
et remarquables Chapitres. 

(i'est avec regret que j'ai constaté cet abandon, et (''est ce qui m'a 
décidé, en vue d'attirer l'attention de nos jeunes géomètres, à publier 
quelques Mémoires, sur le sujet dont il s'agit, dans le Journal de 
Mathématiques pures et appliquées. Par la force des choses, j'ai été 
conduit à relier entre eux ces Mémoires, en les complétant de ma- 
nière à en former un volume. 

J'ai cru devoir me dispenser de reproduire la thermodynamique, qui 
(»st entrée dans renseignement ordinaire, et la théorie de la lumière, 
qui, par Textension qu'elle a prise, est devenue un Chapitre à part Av 
Physique mathématique. 
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1 . Élève de la première division de TÉcole Polytechnique en 1849, 
les leçons de Physique de Bravais avaient déterminé en moi une véri- 
table passion pour la théorie de TÉlectrodynamique. C'est ^insi que 
j'ai été conduit à chercher s'il ne serait pas possible d'apporter 
quelques simplifications dans les calculs assez longs et pénibles d'Am- 
père, l'illustre fondateur de cette théorie, développée plus tard par 
plusieurs savants, parmi lesquels Savary et Demonferrand figurent en 
première ligne. Mes recherches ont abouti dans certaines limites et 
font l'objet de celte Note; elles ont été adoptées en partie par Bravais 
dans son cours de i85o, puis publiées plus tard, ou plutôt enterrées, 
par extrait, dans les Mémoires de la Société d'émulation du Doubs ( 1 854 )• 
J'ose espérer que cette exhumation sera accueillie avec faveur par 
quelques-uns de nos Içcteurs. J'ai apporté d'ailleurs, dans cette nou- 
velle rédaction, de notables perfectionnements. 

2. Premiers faits sur lesquels s'appuie l'hypothèse d'Ampère. — L'ex- 
périence nous apprend que : 

1® L'action d'un courant rectiligne peut, en toute circonstance, 
être substituée à celle d'un courant sinueux dont la forme en diffère 
très peu et dont 1 intensité est la pième. 

2° L'attraction ou la répulsion mutuelle de deux courants agissant 

I 
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Tiin sur l'autre se transforme, par un changement de sens dans l'un 
d'eux, en répulsion ou en attraction. 

3^ Deux courants rectiiignes parallèles s'attirent ou se repoussent 
selon qu'ils sont de même sens ou de sens contraires. 

3. Conséquence. — 11 résulte du premier de ces faits que, si l'on 
considère un courant de forme quelconque comme étant composé d'élé- 
ments rectiiignes, on peut substituer à chacun de ces éléments un ensemble 
de courants de même intensité, et dont il est la somme géométrique. 

On voit, d'après ce principe, que l'on arrivera à déterminer l'action 
réciproque d(* deux courants de forme quelconque lorsque l'on con- 
naîtra la loi suivant laquelle s'exerce l'action mutuelle de deux élé- 
ments de courant. 

Pour arriver à la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet- 
trons que l'action ci-dessus s'exerce suivant la droite qui joint les extré- 
mités des deux éléments par lesquelles les courants arrivent ( * ). 

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'w/i élément de 
courant ab n exerce aucune action sur un autre élément de courant a!b' 
situé dans un plan mené normalement à l'extrémité a du premier, par 
laquelle arrive le courant. En effet, si, par exemple, il y avait une attrac- 
tion dirigée suivant aa\ en faisant subir au plan aa'b\ entraînant avec 
lui a'b\ une demi-révolution autour de ai, l'action mutuelle resterait 
toujours une attraction, tandis que l'élément a'b' prendrait, par rapport 
à ai, une position inverse de celle qu'il avait d'abord : or, d'après l'ob- 
servation, l'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est 
absurde. 

i. Action mutuelle de deux éléments de courants. — Soient {fig. i) 

ab = ds, a'b* = ds' deux éléments de courants dont les intensités res- 
pectives sont i et i' ; 

r== aa' la droite qui joint les extrémités de ces éléments par lesquelles 
arrivent les courants ; 



(*) Ampère admettait que cette droite joignait les milieux des deux éléments 
en présence. La différence entre les deux conventions repose sur une subtilité à 
lat|uelle il n\\ a pas lieu de s'arrêter. 
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a, a' les angles formés par ab, a'b' avec aa' et a'a\ 

Tangle dièdre déterminé par les deux plans baa\ b' a! a. 

Nous pouvons substituer à l'élément ds ses deux composantes 
ds cosa, dirigée suivant aa\ et ^5sina, dirigée normalement à cette 
direction. Nous pouvons de mémo substituer à ds' deux composantes. 
Tune, rf^'cosa', dirigée suivant a'a, et l'autre, rf^'sina', perpendicu- 
laire à la première. 

L'élément ds' sina' se décompose en deux autres, l'un, ds' sinoL cosO, 
parallèle à ds sin a, et l'autre, rf^'sin a' sin d, perpendiculaire au plan a'ab. 

D'après ce que nous avons vu à la fin du n** 3, ds' sin a' sin 6 n'exerce 
aucune action sur ds sin a, rf^cosa, et par suite sur ds. 

L'action de l'élément ds' sinoc' cosO sur ds se réduit à celle qu'il 



Fie- I. 



ds' lin «f cos 9 



tis' liD a' 



thilaa 



> • 
I 



a- 



ds' stn a' tlD 9 





ds' cos a' 



dseoêa 



exerce sur l'élément dssinoL, qui lui est parallèle. Nous supposerons 
que cette action est proportionnelle au produit des deux éléments et 
des intensités des courants, et en raison inverse d'une certaine puis- 
sance n de la distance r, de sorte que nous pourrons la représenter 
par 



(a) 



... ffsrfs' sin a sin x' cosft 
H 



/• 



n 



Nous conviendrons déconsidérer cette même action comme positive 
si c'est une attraction ou si ds sin u' cosô et ds sin a sont traversés dans 
le même sens par les courants; le signe du produit sina sina'cosS fera 
d'ailleurs connaître s'il s'agit d'une îittraction ou d'une répulsion. 

Il nous reste maintenant à tenir compte de l'action de ds' cos ol' sur 
dscosu. Nous admettrons, comme ci-dessus, que cette action est pro- 
portionnelle au produit de ces éléments par ii' et varie en raison inverse 
de /^; si nous désignons par A^ le rapj)ort, supposé constant, entre les 
actions de deux éléments en ligne droite de sens contraires et de deux 
éléments parallèles de même sens, toutes choses égales d'ailleurs, nous 
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auroiis, pour raction dont il s*agit, 



(b) 



kil'ds f/s' rosa cosa' 



/• 



» 



L'action totale de dï sur ds ou la vSomme des expressions (a) et (b) 
sera ainsi représentée par 



(c) 



il" ris ds' 



r 



H 



[kcosa. cosa' -h sina sina'cos^ ) 



IjCS hypothèses sur lesquelles repose cette fornude ne peuvent 
recevoir leur justification que par la concordance entre les résultats 
auxquels elle conduit et ceux que Ton déduit de l'expérience dans 
tous les cns qui peuvent se présenter. 

5. Détermination de la constante n. — Ampère a obtenu la valeur de 
cette constante en parlant de ce fait qu un courant rectiligne p' q\ assez 
long pour quon puisse le considérer comme infini, exerce sur un courant 
rectiligne fini pq qui lui est parallèle une action qui varie en raison imxrse 
de la distance des deux courants, action qui est d'ailleurs attractive* ou 
répulsive selon que hîs courants sont ou non de même sens. 

Admettons [fig. 2: que pq se réduise à un élément rti = ds. Soi(»nt 

Fi p. x. 






I 
I 



t 






/ = Oa la distance de a à p'q'', a'b'— ds' un élément de p'q'. Nons 
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avons 6 = 0, et en ce qui concerne ab et a'b\ 



haaf = a, b'a'a = a' = 1 80° — a, r = aa — - — * 

Mil 2 

y— Oa'= /cota, €&'= r^- 



L'attraction, si l'on admet que les deux courants soient de même 
sens, de p'q' sur ah sera évidemment dirigée suivant aO, et la for- 
mule (c) donne, pour la composante suivant cette dernière direction 
de l'attraction produite par a'b\ 

- ^^— i-snr"-a( - X-cos-^a -h suraj, 

d'où, pour l'action totale exercée par />'y' sur ab, 

'xW ds r^ ' 
(d) ^^— p / sin''"^a(— ^sin^a-4- sin^ajrfa. 



Ce résultat, comparé à celui de l'expérience, conduit à poser n= 2, 
et la formule (c) devient ainsi 

/ \ ff' ds ds' f j . . I t s 

[e) — -^ — (Acosacosa 4- sinacosa cos5). 



6. Déterminatiofi de la constante k. — On déduit de l'expérience que 
l'action d'un courant fermé sur un courant en arc de cercle est normale 
à cet arc en son milieu, et, comme conséquence, que Inaction d'un cou- 
rant fermé sur un élément de courant est normale à cet élément. 

Soient {fig- '^) 

a'b'=^ ds* un élément du courant fernu* ; 
ab — ds l'élément sur lequel agir ce courant ; 
//, la projection de 6' sur a'a. 
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Conservons d'ailleurs les notations qui précèdent. 

En vertu de la formule (e), la composante de Tact ion exercée 



Fig. 3. 




01 ' 



par a'b' sur rélémentaè, estimée suivant cet élément, a pour ex[)res- 
sion 

il' (fs (is . j , . . . , ^ . 

— -5 — (A'cosacosa -f-sniasnia cos5)cosa. 
Or on a 



dï .-- 



o' h\ 



Ci\<lL 



dr 



: j 



rosx 



et l'expression ci-dessus devient 



(/) 



dv 



ii' ds ( k cos- end - - sin a cos a tang a' cos —^V 



L'angle trièdre forme par les directions des droites aa\ ab\ ab 
donne 






^"' X 



cos/>a//= cosbaa' Qosb' aa' -h sin/>rta'sin4'aa'cos5 



Or on a 



bah' = oL-h da, cos bab' = cos a -\- r/cosa. 



b'aa ^ 



// //. 



/• 



/• 



tan$^a'. 



et la formule [g] se réduit à la suivante : 



flr . 



dcosa — 7 sniatanga cos5 
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En ayant égard à cette relation, l'expression (/) devient 



ii' ds ( k cos^ cx.d - '\ d cos^ a ) . 



Si Ton intègre cette expression et le premier terme par parties, on 
trouve, pour un courant quelconque fermé ou non, 



V/cos-a 



[h) ii'dsY^^cos'(f.^{'--k) /^'-^ 



constC. 



Cette intégrale doit être nulle, en partant d'un point d'un courant 
fermé pour revenir au même point, quelle que soit la forme du courant 
ou la relation qui doit exister entre r et a. Or, le premier terme 
donnant un résultat nul, il faut, pour que le second terme s'annule, 
que Ton ait 

et alors l'expression [c) se réduit à la suivante: 

ii' ris r/s' / coiiOLCosoL' . . , /\ 

[\] ^ — ( h smasma cos5). 

Remarque. — Iaï valeur positive obtenue pour k signiGe que l'action 
mutuelle de deux éléments de courants en ligne droite est une attrac- 
tion ou une répulsion, selon que les deux courants sont de sens con- 
traire ou de même sens. 

7 . Nou{^elle expression de l'action mutuelle de deux éléments de courants 
— Considérons un courant quelconque non fermé, auquel laformule(A) 

est applicable. En faisant dans cette formule ^= -, on obtient pour 

la composante suivant ds de l'action exercée par le courant sur cet 
élément 

ii' ils ., ., 

cos-^a -f- C. 

2 /• 

Si le courant se l'éduit à un élément ds\ cette composante se réduit 



8 
elle-même à 
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//' , , cos* a 



dsd 

1 r 



E^nfin l'action totale de ds' sur ds suivant la direction de r a pour 
cx[)ression 



(3i 



n (is .^o^-a 

— a 

■'. cos a /• 



8. Action d* un courant fermé sur un élément de courant. — Prenons 
pour origine des coordonnées (fig- \ ) l'extrémité a du courant élé- 



Fig. h. 



^. 









--» .:'♦ 



.--'-' 

<. » 






. V 

I 



nx'ntaire «/> — f/y, par laquelle arrive le courant, et pour axe des z la 
direction de ah. Nous rappellerons que Taction résultante exercée par 
le courant fermé sur ah est située dans le plan xay 

La composante suivant ax de l'action exercée par un élément a 6' de 
ce (*ourant sur ds est, d'après le numéro précédent, 



ii' ds ^, - ,n»s-a 

cosa ax d - - • 



Vax intégrant par |)arties il vient, pour la projection sur rtfa?, de la ré- 
sultante cherchée, 

it" (is I ^, "- / cos* a jVKy^aax 

l cosa cosa a.i- — / d 

3 \ «/ '* cosa 



ÉLECTRODYNAMIQIÎE. () 

OU simplement 

(I — u — / - — a » 

|)uisque le courant est fermé. 

Soient (f l'angle formé par aa' avec sa projection dd^ sur le plan xaz\ 

^ Tangle a\ax. Les angles trièdres rectangles déterminés par az^ 
aa\ aa\ et par aa\, aa\ ax donnent 

cosa = cosy sint|^, 
cosa'ax = cosç cosij;, 

et l'expression (i) se réduit à la suivante, 

(3) h'ds:\'^., 

en posant 

(4) f^'1^2p^=A^. 

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cône 
déterminé par le sommet a et par le courant fermé, projetées sur le 
plan zax et divisées par r'. 

Si Ton porte à partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce 
point à Taire élémentaire aa'b\ une longueur proportionnelle à cette 
aire divisée par le cube de la distance r, et si A' désigne la somme géo- 
métrique de toutes les longueurs semblables, A'^. ne sera autre chose 
que la projection de A' sur ay. 

En désignant par A'^. la projection de A' sur ax, on trouve, de la 
même manière que ci-dessus, pour la composante de l'action cherchée 
suivant a/, 

On voit, d'après ce qui précède, que le problème proposé se ramène 

2 
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à (léteriniuer A' en grandeur et en direction, en ciioisissant convena- 
blement trois axes rectangulaires (qui différeront généralement des 
précédents), de manière à ramener les calculs à leur plus grande sim- 
plicité 

9. Action sur un clément de courant d'un courant circulaire dont le 
rayon est très petit par rapport à la distance du centre à l'élément consi- 
déré. 

Le problème dont il s'agit se réduit, ainsi que nous venons de le 
dire, à déterminer les projections de A' sur trois axes rectangulaires 
passant par Textrémité a de l'élément ds. 

Nous prendrons le plan xaz parallèle à celui du courant circulaire, 
et nous ferons passer le plan yao: par le centre c de la circonférence. Il 
est évident que l'on a 

A^ — o. 
Soient 

c\ m' les projections sur le plan xaz de c et d'un point quelconque 
m de la circonférence ; 

Fifî. 5. 




c", m" les projections de c et m sur le plan yaz ; 

n Tintersection de ce" avec la circonférence, et rî sa projection sur a^r ; 
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fo Tangle ncm = n'c'm\ 

h la hauteur ce' ; 

p' le rayon de la circonférence ; 

/ la distance ad ; 

u = \//^ -f- h^ la distance ac. 

Nous admettrons que le courant circulaire aille de la droite vers la 
gauche, sens qui sera aussi pour nous celui des aires en projection sur 
les plans coordonnés, comme au numéro précédent. 

Nous avons 

am dwc^an'wl ^ Kt= J ^^ daiream!'&\ 



Or 



airea/i'/n'= aire a m' c' - aire/i'm'c'=: -(/sinw — jo'w), 

aiream c =A =^û > 



d'où 



{k) 



( d. airert/i'm' = - (/cosw — p')dfj), 
f rf . airea/n^c"— ^ — cosco rfw. 



Nous avons en outre, en négligeant les puissances de j^ - supé- 
rieures à la première, 

\ âm = (ôm' -¥h') ' = {p'^ -f- /' + h^-^lp' cosw)"^ 

I = (p ^ -h w2_ 2/p'cOSCo) "^ = W~^ ( ! H ^ COSÛ) j. 

En faisant les substitutions [A) et (/) dans les formules (/"), puis inté- 
grant entre les limites w -- o et co.==: 2;:, en remarquant que l^ = u' —^ A^, 
on trouve 

\ ^r"^ " -i?r [,^ 7,1 ~ V =" - ?;r> (/ --;?-)' 

f \ 

^^' i .. 3 ,.. /// 
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Soient Ai, la projection de A' sur une droite quelconque at^; y, î les 
angles que forme celte droile avec ax et ay. Nous avons 



-.0'* 



Ai, 1= A',. cosy -f- A^. cos(? - — ~^ [coso — 3A(/cos7 -h Acosî) , 

ou, en désignant par p la distance du centre c au plan mené en a 
normalement à a\f. 



(fi) • 



a:. =. 



7:0'* / ^ 3/7// \ 

-^ cosJ V 

2 ir \ tr j 



formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que c^ est l'angle que 
forme av avec Taxe du courant circulaire. 

10. Action d'un solénoïde sur un élément de courant. — Nous rap- 
])ellerons qu'un solénoïde peut être considéré comme étant un système 
de courants circulaires identiques d'un très petit rayon, très peu 
espacés, normaux à une courbe directrice, quelle qu'elle soit d'ailleurs, 
et qui est le lieu de leurs centres 

Soient (fig. (î). 
a?, y, z les coordonnées d'un point u de la courbe direcirice rapportée 

Fig. 6. 



T\ 







à trois axes retangulaires ayant a pour origine, l'axe az étant, comme 

au n^ 8, dirigé suivant «6; 
dfj l'arc élémentaire de cette courbe ; 
aï la perpendiculaire abaissée de l'origine a sur la tangente MT en M. 
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Considérons le courant circulaire dont le centre est M. 

Si nous faisons coïncider l'axe av du numéro précédent avec oy, 



nous aurons 



cos(?=-j^, p — y, A = acosTMO = w y^» 

ai ' di 

et par suite 

* / T^ f(ly _ 3^ clu\ T.p'^ /dy ^ du\ 

/ ~ 2 a« \}iî ~" li} dî) ~'~ 2d^ \'P — ^yii^y 



OU encore 



2 d<s lu 



on a de même 



D'après le n° 8, nous aurons ainsi, pour les composantes suivant ax 
et ay de l'action du courant circulaire considéré, 



3 d<j //' 



TT 



^fi 



(«') ii'ds'^d-,- 

Soient 

g' la distance constante de deux courants circulaires consécutifs ; 
P', P', les extrémités de la courbe directrice ou les pôles du solénoïde ; 
x\ y, u' et x\ , y\ , w, les valeurs de x^ y^ u qui se rapportent respecti- 
vement à ces deux points. Nous mesurerons a à partir de P'. 

Le nombre des courants circulaires dont les centres sont situés sur a 

est — et sur da 

g 

ip) 7 (')• 

( ' ) Celte manière de procéder laisse sans doute à désirer lorsque g' n'est pas 
infiniment petit; mais, lorsqu'il n'en est pas ainsi, on fera tomber toutes les ob- 
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Posons 



l'r.o'i 



(7) K=^ 

constante qui ne dépend que de la nature du solénoïde. 

En multipliant par la valeur [p) les expressions (n) et (/i'), nous ob- 
tiendrons, pour les composantes de l'action exercée sur ds par les cou- 
rants circulaires correspondant à dct. 



y 



I n \ 



\ -nlid- suivant ax^ 
\ u!id—z suivant ay. 

Vaï intégrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux 
points P', et P', nous aurons, pour les composantes suivant ax et ay 
de l'action cherchée, 



,'' 



On voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives 
des pôles par rapport k ds, et non de la forme de la courbe directrice. 
On peut même considérer chacun des pôles comme exerçant sur ds une 
action spéciale, soit par exemple, pour le pôle P', 

(o) ; . ,. 

I a\' = — ai —r, ds. 



jcctions en t!oIl^idé^anl (h, non ooniiiio une (liHérentieUe, mais coiiinie une longueur 
assez petite pour (fue l'on puisse en n('*j»lij;er les j)uissancos supérieures à la pre- 
mière, el assez jurande cependant pour comj)rendre un rertain nombre de cou- 
rants circulaires. 

Comment, d'ailleurî», pourrait-on comprendre qu'un parallélépipède élémen- 
taire put renlermer une certaine quantité de matière nécessairement discon- 
tinue, si Ton admettait que ses dimensions fussent nulles, au lieu de les consi- 
dérer comme très petites, quoique supérieures aux intervalles intermoléculaires. 
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On déduit de là 

d\' _ x' 

d\' - y' 

ce qui signifie que chaque pôle exerce sur Vêlement de courant une 
action normale au plan mené par r élément et le pôle. 

Si nous faisons passer le plan zOy par ab et P', l'action exercée par 
le pôle considéré, que nous représenterons par e/R', se réduira à rfX', et 
nous aurons 

dlM=u:iKids. 

Si v; désigne Tangle formé par ab avec u\ on a 

/— M'sinvj, 

er, en supprimant Taccentde u devenu inutile, la formule précédente 
devient 



(lo) dK'-^ii'i^'^ds, 



d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

U. Action d'un courant fermé sur i un des pôles d'un solénoïde, — 

Soient (/^. 7) 

P' le pôle considéré ; 

ab = ds un élément du courant fermé ; 

A' la projection de b sur aP' ; 

rfgrangleaè'F. 

L'action dR exercée par ab sur P', égale et contraire à dR\ est per- 
pendicidaire au plan abP' et a pour expression 

,v ,-. , . absinbaP' ,. bb' 

(ro) rfR — at Tr=-^ =PLl=:r^y 



ou, comme bb'=^ aV.dO, 



^R=-f^'*Vr 
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En transportant cette force parallèlement à elle-même en P', il en ré- 
sultera un couple dont Taxe du moment fiUdd ne sera autre chose que 
l'élément si, limité par aP', AP', de Tintersection de la sphère dont le 
rentre est P' et le rayon uJi avec la surface du cône déterminé par le 

Fig. 7. 




courant fermé et par le sommet P'. Or, tous les axes tels que st des 
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, Taxe du couple 
résultant est nul. Donc : 

L'action d'un courant fermé sur l'un des pôles d'un solénoïde se réduit 
à une force passant par ce pôle. 

L'action du -courant n'est donc autre chose que la résultante des 
forces dR appliquées en ce point. 

L'expression ( i o') peut se mettre sous la forme suivante, en désignant 
par da Taire abc, 

aï\ — '2a l -rr- — 2|UL£ =:=j- 



aV 



aV 



Soient Vœ, P'y, Vz' trois axes rectangulaires menés par le point P'; 
dnj., d^y, d'd^ les projections de Taire da sur les plans zP'y, ccVz, yVœ. 
Jji composante de dR suivant Vœ sera 

d'où, pour la composante semblable de Taction exercée par le courant, 
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Portons sur ia normale au plan iP'a, à partir de F, une longueur 
égale à — j? et soient A la somme géométrique de toutes les droites 

ainsi obtenues; A^, A^, A, les projections de cette résultante sur Fa:, 
Vy, P'z ; nous aurons évidemment 

et de même 

Z = Qjui'iA,, 

12. Action d* un solenoïde sur l'un des pôles d'un autre solénoïde. — 
Soient 

PP< le premier solénoïde ; 

p le rayon des courants circulaires qui le constituent ; 

g réquidistance de ces courants ; 

P' le pôle, du second solénoïde P'P',, que nous avons à considérer. 

Soient, de plus, (7 Tare de la courbe directrice de PP| mesuré à 
partir du point P jusqu'à un point M quelconque dont les coordonnées 
sont a:, y, z. 

Il est clair, d'après la signification même de A, que A^ sera donné 
par la formule {m!) du n° 10, en y remplaçant p' par j9 et supposant 
u = P'M. Nous avons donc 



•jco' , X 



Portons celte valeur dans la première des formules (i i), multiplions-la 
ensuite par le nombre des courants — compris dans do pour avoir la 
composante relative à cet élément, et posons 

nous obtiendrons 



(12) X=2lXll'd^^ 



X 

3 
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Soient 

^of Vo» ^0 les coordonnées de P ; 
^*i » J^o ^1 celles de P, ; 
Wo=PF. w, = P,P'; 

;(, yj, Ç les composantes de l'action totale exercée par PP, sur P', 
estimées suivant P'a?, P'y, P'z. 

Nous aurons, en intégrant Téquation (12). 

et de même 

(10) 



i^^-^W^'fê-g) 



1 ?=^f^f^'U"" 



^0 

3 




Il résulte de là que P, P< exercent sur P' deux actions distinctes 

^^Y"^ -^» variant en raison inveise du carré de la distance, dirigées 

respectivement suivant PP', P<P', et que si la première, par exemple, 
est une attraction, Tautre sera une répulsion. Mais, P' exerçant par suite 
une attraction sur P, P\ exercera sur ce pôle une répulsion et luie 
attraction sur P| . 

Il y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous 
paraît inutile d'insister ; qu'il nous suffise de rappeler que, en défini- 
tive, deux solénoïdes placés à une distance suffisamment grande Tun 
de l'autre par rapport à leurs diamètres se comportent entre eux 
comme deux aimants. 

Tel est l'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d'Am- 
père. Nous avons omis à dessein les questions relatives aux actions 
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés Ou non 
dans un même plan, parallèles ou non, d'un courant circulaire sur son 
diamètre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que 
nous ayons cru devoir nous en occuper. 
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I. On s'occupe peu actuellement de la théorie mathémnticpie de l;i 
capillariltr, fondée réellement par Laplace et développée par Poisson, 
dont l'Ouvrage, publié en i83i, est un véritable monument. 

La lecture de la nouvelle théorie de l'action capUlaire de Poisson est 
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactiqne et 
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publications 
de l'illustre géomètre ('). Il établit d'ailleurs l'équation de la surface 
capillaire et la constance de l'angle que forme cette surface avec une 
paroi d'une nature donnée d'une manière telle, que l'élude de sa 
solution de ce double problème exige un travail considérable. Enfui, 
lorsqu'il traite les questions soulevées par les physiciens de son époque, 
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier rôle, il emploie constam- 
ment les mêmes variables, au lieu d'approprier le choix des variables à 
la nature de chaque problème, en vue d'arriver plus rapidement et 
plus nettement à la solution. 

Depuis r8?ti, le domaine physique de la capillarité s'est considéra- 
blement agrandi . Les travaux de M. Plateau sur la forme naturelle des 



(') Ce qui tendrait à faire supposer que l'ouvrage clonl il s'agit esl la 
de Mémoires successifs sans que l'auteur ait eu d'avance un plan bien arrèti^ 
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liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de 
M. Boutigny sur les globules liquides formés sur des plaques portées à 
une température telle que le contact n*ait pas lieu, etc., font époque 
dans l'histoire de la Physique. 

Il m'a semblé qu'il ne serait pas sans intérêt de mettre la théorie des 
phénomènes capillaires au courant des progrès réalisés, en la rendant, 
par sa simplicité, très accessible aux jeunes géomètres, et c'est à ce 
point de vue que je vais me placer. 



I. — Formules fondamentales , 

2. Forme de la surface capillaire. — Soient [fi g. i) 

A/wB une section normale faite en un point m, dont la masse est repré- 
sentée par la même lettre, de la surface de séparation de deux 
fluides (L<) et (L), la concavité étant tournée vers (L|); 

ab la trace du plan tangent en m ; 

ITi, n les poids spécifiques des deux fluides. 

Nous ne considérerons que le cas où les forces extérieures agissant 

Fig. I. 




» d c 



sur cliaque point /n de (L) et (L| ) dérivent d'un potentiel m^, ê étant 
une fonction des coordonnées de ce point. 

Le point m est en équilibre sous l'action des forces extérieures et des 
actions qu'il reçoit des molécules de (L,) et (L). 

On peut considérer la résultante des actions moléculaires de (L<) 
sur m comme étant due à celle Q, de ce fluide, dans l'hypothèse où ab 
serait la surface de séparation, et à la résultante prise en sens con- 
traire — Q', des actions provenant des molécules du ménisque. 

Si nous désignons pour (L) par Q et Q' les équivalents de Q, et Q'^, 
l'action exercée par ce fluide sur m sera de même la résultante de Q 
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et Q'; de sorte que les forces Q, Q', Q,, — Q', et les forces extérieures 
doivent se faire équilibre sur le point m. 

Nous supposerons, avec Laplace, Gauss et Lamé, que(L), (L,) sont 
homogènes dans toute leur masse, tandis que, par des considéra rions 
très contestables. Poisson est conduit à admettre que la densité des 
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface de 
séparation. Les forces Q et Q, seront ainsi considérées comme nor- 
males à AmB. 

H faut donc, pour l'équilibre, que la résultante de Q', — Q', 
et de la force extérieure agissant sur m soit aussi normale à la surfac<», 
ou que le travail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla- 
cement de m sur cette surface ou encore que la somme de m # et du po- 
tentiel des actions du ménisque de (L) sur m et de celles du ménisque» 
de (L,) prises en sens contraire soit constante pour tout point de la 
surface. 

Le potentiel de Taction de la molécule m' du ménisque de (L) sur m 
est de la forme Tnnif{r)^f{r) étant une certaine fonction de la distance 
r de ces deux molécules. 

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux 
plans normaux en m faisant entre eux un angle infiniment petit rfô et 
par deux cylindres concentriques ; soient c, d les intersections avec ah 
et c\ d! les intersections avec AB des génératrices de ces cylindres com- 
prises dans le plan de la figure et situées d*un même côté de m. Si 
Ton remarque que le rayon 7 de la sphère d'activité esl extrêmement 

petit, on peut supposer r-=mCy et par suite cd = dr: le potentiel dû à 
l'action de la masse déterminée par l'élément de volume est, par suite, 

n — "^ 
m'-/{r)cc'rdO dr, 

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans nor- 
maux, 



m-dO f f[r)cc'rdr 



Mais comme, en appelant t. le rayon de courbure de Tune des sections 
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normales, on a 






cd — > 
1\ 



l'expression ci-dessus devient 

m / f(r]r^ dr=^m — k, 

en posant 

frétant une constante spécifique. 

Soient R, R' les rayons de courbure principaux en m de la surface ; 
l'angle 6 étant censé mesuré à partir de la trace sur le plan tangent du 
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a 

I cos'O sin*0 

et le potentiel pour tout le ménisque est 



k /••Vcos^e sin»0\ ,. , / i i\ 



Le potentiel du ménisque de (L,) pourra se représenter de la mémo 
manière par 

rnk, (i + i;). 
Si donc on appelle mC une constante, nous aurons 

mk (^ H- ^) — ^^i (ïï "*■ 5^) "^ ^^ -f- mC = o, 
d'où 

en posant 

L'équation ci-dessus est celle de la surface AmB ou de ce que l'on 
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appelle la surface capillaire. En la mettant sous la forme 

".T-K^~4- ^j =const., 

on reconnaît sans peine que Tinfluence du ménisque se traduit par une 
diminution de pression positive ou négative au point m de la surface, 
représentée par 

En attribuant des signes à R et R' en raison du sens de la courbure 
de Tune et de l'autre des sections normales, l'équation de la surface 
peut se mettre sous la forme suivante, 



R ' R' tx 



[x étafit une constante positive dépendant de la nature de (L) et (L, ), 
que l'expérience seule peut faire connaître, et C une constante arbi- 
traire dont on déterminera la valeur dans chaque problème par les con- 
ditions aux limites. 

Dans le cas où la force extérieure est la pesiinteur, l'équation (i) 

devient, en posant — = ,» 



I I ( )• 4- À » 



l -?• ) ,( -+- i j-, 



a- 



» 



jetant la distance du point m à un plan horizontal déterminé, et >. une 
constante remplaçant C 

5. Influence d* une paroi sur la surface de contact. — Prenons pour 
plan de la figure le plan normal au point m de l'intersection de la 
paroi et de la surface. 

Soient 

mn, aa^ [fig, 2) les tangentes en m aux deux sections faites respecti- 
vement dans ces deux surfaces par le plan de la figure ; 
i l'inclinaison de mn sur /wa dans (L) ; 
mx la normale à la paroi, dont la substance est censée homogène. 

4 
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Si la paroi était un plan indéfnii, son action /w.N sur m serait dirigée» 
suivant Oa?, et N serait une constante. 

Quelle (jue soit la forme de la paroi, on peut également considérer N 









ry. 
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connue ccmstant» car il est clair que les actions sur m exercées par les 
molécules du ménisque de la paroi ne peuvent donner, suivant O.r, 
que des composantes de Tordre de quantités que Ton peut négliger. 

Nous négligerons également Tinfluence des ménisques de (L) et (L/i, 
qui est r(»lativement faible, dans la détermination de la composante 
suivant mx de Taction qu'exercent les deux fluides sur m. 

Soient mm'fir) Faction exercée par une molécule m! de (L) sur /w, 
r étant la distance des deux molécules. 

(loncevons dans (L) un cône ayant m pour sommet, d'une ouverture 
infiniment petite d^^ dont les génératrices fassent à un infiniment petit 

prèsTangle a avec /w/i. La masse élémentaire -r^ dtjùdrde ce cône donne 

suivant mx la composante 

m - r^ d'ù drfi r) cos « , 






et Ton a pour tout le cône 

n /' 

m - dfj) iosoc I /{r)r^ dr — mq e/w cosa, 

q étant une constante dépendant de la nature de (I.). 

Il vient, par suite, pour la composante normale totale due à Taction 
de ce fluide, 

wy/cosae/û), 

l'intégrale se rapportant au fuseau sphérique de centre m d'un ravoii 
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égal à Tunité, limité par les plans mn^ ma ; mais cette intégrale n'est 
autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire à 

mx, c'est-à-dire - — - cosi. L'expression ci-dessus devient donc 

mq-[\ — cosij. 

En appelant çr, Téquivalent de q pour (L, ), ce fluide donne de niéuie 
la composante normale 

mq-{\ 4- cosi). 

if 

On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, dont Tin- 
flueuce est relativement très faible, 



( 



1*011 



mN -h mq-{\ — cosi) 4- mq^ -(«-*" cosi) = o, 

J3 JL 



•>.\ -{- Tz(n -f- 7,) 

cosi = /— --T -- » 



« 



et l'angle i est ainsi constant. 



4. Rappel des résultats de l'expérience, — Dans tout ce qui suit, iîoiis 
prendrons le millimètre pour unité linéaire. 
D'après l'expérience, on a 



a. 'la- 

mm 



l*our l'eau :« , 8?J3 1 5 , 580 1 

Pour une dissolution saturée de sel marin. . . . '^. :,5G() • i3,2o 

Pour Taride azoti({uc i>. , 300 1 1 , jo 

Pour Tacide cldorhvdri(|ue '^'>î*'<)ï 10, 5u 

Pour le mercure i ,8hi 0,5'î8 

Pour Talcool ' ? 73'< . 00 

Pour riiuile de lavande i ,0()3 5, On 

Si nous désignons par a l'angle aigu de raccordement que forme un 
liquide avec une paroi, on a 



II 



Pour le verre ordinaire et le mercure (surface convexe) /ir>.3<> 

Pour le verre privé d'air et le mercure » 55. 00 

Pour Facier et Talcool » ()o.u<j 

Pour le verre et Peau (surface concave) 0.00 



J. 



«« 
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Nous dirons qu'un liquide mouille ou ne mouille pas une paroi, 
selon que sa surface sera concave ou convexe dans la région du contact 
avec la paroi. 



§ II. — Phénomènes capillaires relatifs aux liquides pesanis. 

.*>. Forme que prend la surface d'un liquide au contact d'une lame ver- 
ticale. — Nous supposerons que la lame est suffisamment longue, dans 
le sens horizontal, pour que ses extrémités n'influent pas d'une ma- 
nière sensible sur la forme de la partie moyenne de la surface que Ton 
peut dès lors regarder comme cylindrique. 

Le tout se réduit donc à considérer une section faite dans la surface 
par im plan perpendiculaire à Tinlersection de la lame avec le niveau 
statique du liquide. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que la surface est convexe; les 

Fig. 3. 




y 



formules obtenues s'appliqueront à la concavité en changeant le sens 
positif de l'axe des v. 
Soient {fig. 3) 

( ).r et Oy l'horizontale et la verticale du point d'intersection O de la 

lame et du niveau ; 
J7, y les coordonnées d'un point quelconque m de la courbe; 
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y l'angle que forme la tangente en ce point avec Ox; 

a Tintersection de la courbe avec Oy; 

s Tare am ; 

a Tangle de raccordement en a. 

On a évidemment 

rf^ = — (/ysiny, dr := — dscos(p, — = y. 

On doit supposer, dans la formule (2), R'=: oc et, en raison de Tin- 
terprétation donnée à la courbure à la surface, ). = o, d'où successi- 
vement 

^ = 21, 

ds a* 



ds* a 



i 



I rfç* I , X 



en remarquant que -^ est nul avec y^ c'est-à-dire pour tp = 180**. On 
tire de là 

cos- 

2 

dy= — asin -dcp, 

et, comme y est nul pour 9 = 180", il vient 

(a) y = 2acos-- 

Nous avons maintenant 



, a cos © 6^9 / 9 

ax = — - = — al cos - — 

29 ■ ^ 

cos- 

2 



V 

d'où 




1 -^ lang ^ 



/ .9 - ■ -^""^4 \ 
x = — a( 2 sui - — log I 4- const. 

I — tangî 
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Mais on doit avoir a- = o pour 9 = «, et par suite 



(h\ .r=- 




Comme x est infini pour (f = 180", on voit qu'au point de vue géo- 
métrique la courbe est asv mptotique au niveau; cette courbe est d'ail- 
leurs complètement définie par les équations [a) et (6). 

Si nous désignons par v^ rabaissement du liquide au contact dç la 
lame, nous avons 

(c) ro=^2acos^, 

soit Vo = 3*"*°, 22 pour le mercure et une lame de verre. 
L'élévation de l'eau au contact d'ime lame de verre est 

6. Forme de la surface d'un liquide entre deur lames verticales parai-- 
Irles, dont Tune est mouillée et l'autre non mouillée par le liquide. 
Soient {Jig. 4 ) 

xy le profil du niveau ; 

«Oa' celui de la surface du liquide entre les deux lames, la partie Oa de 

ce profil correspondant à la direction de Ox se trouvant au-dessus 

du niveau; 
O V, Oy les portions de la verticale du point O situées respectivement 

au-dessus et au-dessous du niveau. 

Wous rapporterons respectivement les courbes Oa, Oa' aux axes O v, 
Ox et Oy\ Ox'i en conservant les notations du numéro précédent. 

Nous avons, pour Oa, 



dr (Ir 



-'- z^ SUIC/, -,- — cosc 

(is * us ' 

et 

/ ^ *(i^ y 



Zt 



ou 



(b) 



t 

2 lis* 
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1î^ 



:îi 



COStp 



a^ 



const. 



Si nous désignons par y© la valeur de y correspondant au juiint (), 



Fip. '|. 




comme, d'après la formule (a), on a -y = o pour j=: o, la fornuile ( b 
s<* réduit à 



d'où 



a.' 



a 



dsz=z -r^ - 



d^ 



\ 2 y ces ©0 — t-*t>îi ^ 
. rt cos p do 



* t 



rfjK=4.-: 



y 2 y cos^o — cos© 
a ûïï^ d^i 



iX 



\ 2 y COS ©y — cos © 



\ N'^-'A, ycosPo — cosç 



(c) i _ 



= -^(cos9o / -_^^-:=^--- / 



ycosfo 



— coso f/^ I, 



/»./o »/ 



j^= av2 ycosy^— cosy 
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S<)it a?! la distance du point O à la lame considérée ; nous aurons 



n II 

a • 



y) x,= 'ILIcosyo f — =^z_=- f y/'cos^po-cos'fdf 

En accentuant les lettres a^ a:, et a pour Taulre lame, nous ;iurons 
de même 



n 








n 




^ . 


-a' 






— 


a' 


s 




1 




/-* 





; = -^ ( cosfo Ç -...'Jl- — : - f v^os?« - ^*^>s? 4 ). 



Enfin, si nous désignons par 2e la distance .r, ^- ,v\ des deux lames, 
Tangle (f^ sera dfterminé par Trquation 



II II 

— « — « 



\ a l cos^o / - — ' " — / Vc«î^?o — ^'<>s? ^'<P 

-ha'lcosçîo / * ^ r= — / vc<>^?o — ^'<>*>î^ ^/? ) = 2/?V'-^» 

qui dépend généralement de s fonctions elliptiques, et dont la solution 
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier. 

Supposons que les deux liquides soient l'eau et le mercure et (|ue 
les deux lames soient en verre; noiis aurons a = o et, à 3o' près. 



5r ^ - > cl ou 



^— ( 2 logtang-7 -h I cos 2 logtang-^ — \ cos-^ ) 

^ * \ 4 '1 •?. 'A I 

(/»?» ^l^ /'•?'' \ 

COSÇo / -r:^ — 1 — / y/, OSî^o — coso rf© ) = ie\'l , 

é({uation dont il nous paraîtrait superflu de faire des applications nu- 
mériques. 
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7. Forme d'un liquide entre deux lames parallèles de même nature. — 
Prenons pour origine des coordonnées le- point maximum O du profil 
de la surface, et soient Oa? la tangente en ce point et 0/ la verticale 



Fig. 5. 




du même point. Conservons d'ailleurs les notations précédentes. L'é- 
quation (2) nous donne 



(«) 



i=i(7-t-^). 



X désignant ici la hauteur du point O en contre-bas du niveau. 
On déduit de là 



(*) 



d}^ I . 



a' 



C étant une constante au moyen de laquelle X s'exprimera, en remar- 
quant que les formules (a), [b] doivent donner la même valeur pour 

^> en y supposant j^ = o et 9 = o, d'où 



{c) 



X = aV2(C— i). 
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De Téquation {b) on déduit successivement 



ds= 

y 2 yC — cos'f 

dy=^ _sincp^f_ 

y/2 y/G — cos «p 



(^) y y=av/2(v/C— cosy 4- v^G — 1), 

dx=^ COS^^ ^ 

y/2 y/G — coscp 

et a? s'exprime au moyen de fonctions elliptiques. Si 2 e désigne la lar- 
geur des lamesy on a, pour déterminer G et par suite X, l'équation 

que Ton ne pourra résoudre que par tâtonnements. 

Mais, lorsque les lames sont très rapprochées Tune de l'autre, on 
peut éluder l'emploi des fonctions elliptiques en opérant par approxi- 
mation, comme nous allons le faire voir. 

8. Deux lames parallèles et verticales sont très rapprochées Vune de 
Vautre. — L'ordonnée y étant très petite par rapport à e, le profil de 
la surface est peu différent d'un arc de cercle, dont le centre G est situé 
sur O7, et dont nous déterminerons le rayon x. par la double condition 
que Tare de cercle passe par le point O et les points de raccor- 
dement. 

Soient 

Oy le prolongement de O^ au delà de O ; 

Caf l'horizontale du centre G; 

r = t(i-+-a) le rayon vecteur mené de ce centre au point m ; 

Q l'angle formé par ce rayon avec Gy . 
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Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que 
Ton puisse s'en tenir aux termes du premier ordre. 

Si X continue à désigner la hauteur du niveau au-dessus du sommet O, 
la hauteur au-dessus du point m est, à très peu d« chose près, 

X-+-t — tcosô. 
Nous avons ainsi 

1 I I /d^u \ X-ht — rcos6 

Si nous posons, pour abréger, 



nous aurons 



d'où 



d^u t. 



î--haH- -5(/3 — cosô) = o, 



^* ' a 



[b) 



u = ^(—^-\--sin6 -h Acos5 -1-Bsin0j, 
g=^[\osô-Hsin5(i-A)-HBcos0]. 



A et B étant deux constantes arbitraires. 

Mais pour 0=0 nous devons avoir u = o par hypothèse, et de 

plus -JÂ = o, pour exprimer que la tangente en O est horizontale. 

Les formules ( 6 ) se réduisent alors aux suivantes : 

j a=^[(3(cos9-i)+îsine], 

L'angle *|/, formé par la tangente en ni avec Cy, est donné par la 
formule 
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Si 9' €St la valeur de 9 correspondant au raccordement pour lequel 
on a^=n — Uf nous aurons 

oUy aux termes du second ordre près, 

£ étant la valeur de ^ pour = - — a. * 

Désignons par u' la valeur de u pour 9 =■ a; comme u est nul 

au point de raccordement, nous aurons 

ou 

/3(sina— i)-+- -(- — ajcosa 

^[(^-a)sina-l-cosa(i-^)]'=o. 



Une première approximation donne 



Q I /ir \ COS( 

* 2 \2 / I — si 



a 
sina 



ety en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que 



e ecosoL 

sin6' cosa 



26 étant la distance des lames, 



^ I /ir \ cosa e' f/ir \/ • i cosa \ cosal* 

ô = -( a) -. h -T ( a)(sma t— )h 

~ 2 \2 / I — sina a* cosa L\ 2 /\ 2 i — sina/ 2 J 

L'équation ( a ] donne alors 

(a) A = — cosa 4- - -^^ ^-^ y 

^ ' e 2 1 — sin a 

aux termes du second ordre près. 
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Pour Feau et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet du mé- 
nisque au-dessus du niveau» 

a* eU 7,79 . o 

e 4 e '' 

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet 
du ménisque en contre-bas du niveau, 

A = 0,701 — 4- 1,21 e =-^-^ -t- i,2ie. 

9. De la surface capillaire dans un tube circulaire d'un faible dia- 
mètre, — La forme du ménisque étant très sensiblement sphérique, 
nous rapporterons sa surface à celle d'une sphère tangente dont la po- 
sition du centre et la grandeur du rayon peuvent être, dans certaines 
limites, considérées comme indéterminées, et que nous fixerons en 
raison des circonstances qui se produiront. 

Considérons une section faite par un plan passant par l'axe, et con- 
servons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours 

Ija surface étant de révolution, R' est la portion de la normale dé- 
terminée par l'axe Cy, et nous avons 



1 sin4^ 



R' L(i-hw)cos8 



=î("'""*"^^°^^'^0- 



La hauteur du point m en contre-bas du niveau étant 

X H-t — 1.COS0, 

nous aurons 



a I /d}u , du ^ /j . \ 



X4-t(i — cos6) 



a* 
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d'où 
Posant 

,,v Xr-4- 1^*— 2a' v*B 

(6) -. = — > 



a} a« 



Téquation (a) devient 

Plus généralement, considérons l'équation 

(3) ^^-tang0^+.«+F(O) = o. 

F(5) étant une fonction quelconque de 9, en raison de ce qu'elle se 
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d'en 
trouver l'intégrale générale. 
Posant 

M= Usin0, 

l'équation (3) se transforme dans la suivante, 



d}\] 



[J . 6^, ^/5 ^ /.x F(0) 

^r + 7^(^cot5-tangO) + 4^=o, 



d'où 



^ 
(^ 



= '^ — sU- rF(5)sinÔcos0é/5l 




- r . ,f ft fF(0)sin9cos0dÔ, 

J sin*6cos6j ^ ^ ' 



A et B étant deux constantes arbitraires. 
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On a enfin, pour l'intégrale cherchée, 

/ i4-tang- 

M = Bsinô-f-AJ — i-+"Sinôlog r 

(4) { \ i-lang- 



-sin0 f . ,f ^ fF(e)smOcosOdO. 

J sin'6 cos6 j ^ ^ 



Revenons maintenant à l'équation (c); comme elle est satisfaite par 

a = ^> son intégrale s'obtiendra en ajoutant à cette valeur l'ex- 

pression (4), en y supposant 



F(5) = -^c<5s0. 

ce qui donne 

/ e 

r*8 [ i-+-tang- 

i/ = — ^-+-Bsin5 -+- AI — n-sin51og 1 

i-tang- 

-I- ^-^(ôsinÔ-hcosô). 

Il faut que A soit nul , car autrement u deviendrait infini pour = 90® ; 
il nous reste donc 

(d) 1/= ^ 4-Bsin5-t- -^-^{OsinO -^cosO), 

^ CL O CL 

d*oii 

ie) -^ = B cos6 -^ w-iO cos6. 

Or celte dernière valeur doit être nulle pour = o, puisqu'au point 
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul. 
Nous avons donc finalement 






y 
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Soit 6' la valeur de 6 correspondant au point de raccordement par 
lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaison ; 
nous aurons 

-^4- 3 =0, 

Ô'=î-a-i-^6'cos0', 

équations qui feront connaître O'ei^. Mais comme, dans la formule {d)^ 
|3 est multiplié par le facteur -j supposé très petit, nous l'obtiendrons 

avec une approximation suffisante en supposant 0' = a dans la 

première des formules (/), ce qui donne 



|3 = ^ ( - — a j cosa -h sina . 



En appelant 2 e le diamètre du tube, on a 



e e 

sinO cosa 



et la formule (b) donne 



A = — cosa H lô\{ a cosa-hsma — i 

e cosa ( 3 L\2 / J 

pour la distance du sommet du ménisque au niveau. 

10. Expression du volume d*un liquide compris entre sa surface libre 
et un plan horizontal déterminé, quelle que soit la forme de la section du 
tube. — Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con- 
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube et par 
P le périmètre du contour de la surface (S). 

En nous reportant au n** 1 , nous pourrons écrire 
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c 

- étant la hauteur du plan au-dessus du niveau du liquide extérieur au 

tube. 

Concevons que l'on décompose la surface capillaire en éléments 
par des lignes de courbure infiniment voisines dans chacune des deux 
séries, et soient é/« un de ces éléments et y^ l'angle que forme sa nor- 
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant 
égard à la formule (a), 

[h) V =fycosxdc^ = ûfi'k "^ i) cosxc?« -+- ^ À. 

Considérons maintenant une surface (S') parallèle à (S) et qui en soit 
distante d'une quantité infiniment petite e. Les normales aux sommets 
de dcû détermineront dans (S') un élément rfw' dont les cotés seront 

dans les rapports — n— ? — r^r-avec ceux de rfw. 
On a donc 

dui "~ KfV ■" ^ VU "^ R7^' 

et la formule {b) peut s'écrire ainsi : 



^ =" re/^'^^ "" "^^^X -+- S A, 



Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales 
des aires de (S) et (S'), ou la projection de la zone déterminée dans (S) 
par les normales menées aux points du contour de (S'), qui est égale à 
Pê cosa*. On a donc 

(5) V=— cosa -h y A. 

Si le tube est circulaire et si le plan sécant est le niveau extérieur du 

liquide, on a 

C = o, P = 27ri, 

et, en posant comme plus haut - = a^, on a 

V = a^ X 2necosa. 

G 
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En désignant par X la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau, 
on aura 

d'où 

^ 2a'cosa 
e 

ce qui est conforme au résultat obtenu au numéro précédent, aux 
termes en e près. 

Dans le cas de deux lames parallèles on a 

V = a^necosa, 

d'où X, qui est moitié moindre que dans le cas d'un tube. 

il. Liquides superposés dans un tube circulaire capillaire, — Considé- 
rons un tube plongé dans un liquide (A, ) dont la portion comprise dans 
ce tube soit surmontée d*un volume déterminé d'un autre liquide (A) 
de moindre densité. 

Nous supposerons que (A) mouille et que (A,) ne mouille pas la 
paroi intérieure du tube. Le même raisonnement s'appliquera à toute 
autre hypothèse. 

Considérons une section faite par un plan passant par l'axe du 
tube. 

Soient 

aOa, a^O^a^ les profils des ménisques supérieur et inférieur; 
OO, l'axe du tube ; 

II l'intersection, avec sa paroi intérieure, du plan de niveau extérieur ; 
y^y^ les distances de deux points m, m« de aOa, a^O^a^ situés sur la 

même verticale à la droite II ; 
n l'intersection de mm^ avec II ; • 

C la pression censée constante exercée sur la section II. 

Nous admettrons pour (A) les notations qui précèdent, en les affec- 
tant de l'indice i pour (A^). 

Concevons un cylindre vertical d'une section infiniment petite dont 
mm^ serait l'axe. 
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L'action du ménisque aOa s'ajoute à la réaction C en n pour faire 
équilibre au poids de ce cylindre, d'où la relation 

(«) K(^ + ji,) = n>'-c. 

On a de même 

W K,(ji + jir) = n.y,-c. 

Le volume compris entre les surfaces aOa et a^O^a^ est donné et 
peut être représenté par 

(c) ne^n, 

H étant la portion de la longueur du tube qu'occuperait le liquide dans 
le tube sans les effets de la capillarité. Diaprés le numéro précédent, 
les volumes laOal» l4a|0|a,I| ont respectivement pour expressions 



K. 


,2 -e 










2 


cosa 4- 


2 




n 


II ' 


K 


.are 
11 1 


cosa. 


H- 


II. ' 



en égalant leur somme à l'expression (c), on trouve 



H 



(rf) c= '^ " 



I I 

il "^ ïï^ 



En portant cette valeur dans la formule (6), on obtiendra une 
équation analogue à celle que nous avons intégrée par approximation 
aun*' 9. 

Si par approximation on prend R| = R'| = ecosai, la formule {b) 
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au 
niveau , 

^- 2 / cosKa K, \ 
ïîKcosa, 6^ \ n II, / 



n Oj 
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OU encore 



9.a^aiOLi . e 



2 

H ('«* cosa-h a\ cosa,) 



r. = -^,^-H 



e ' II, 



I^a même méthode s'applique au cas où plusieurs liquides se super- 
poseraient dans un tube. 

12. Forme d'une très petite goutte d\in liquide reposant sur un plan 
horizontal quelle ne mouille pas. — Nous aurons dans ce cas 



'*'(n+w)=->'+^' 



X étant une constante dont la valeur résultera de la solution du pro- 
blème. Si les dimensions de la goutte sont très petites, il en sera de 
même de j et en dehors de sa zone de contact avec le plan. 

En nous reportant au n"9, on voit que la forme de la goutte est 
donnée par Téquation (c), dans laquelle /3 remplace Tinconnue X. On 
en déduit de la même manière 



3 OsiiiO + cosO 

(a) 



l w = ^ ( — ^ -h - . 



(du t* ^ s. 

_^. = _5eo.sô. 



Si Y désigne l'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur, 
on a 

, ' n dit 

Soit 0' la valeur de Q correspondant au raccordement avec le plan; 
on a 

d'où 

(b) 0' = jSo°-x- ^,0'cosô. 



et, en négligeant le carré de -^j 
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6'=L i8o®— a H — ô-î(î^ — a) sina. 

Nous supposerons que Ton prenne pour t le rayon de la sphère équi- 
valente à la goutte, et qui est par conséquent une donnée de la 
question. 

Nous devrons exprimer que l'excès de Taire de la section méridienne 
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que l'on a 

t. / ud^- ^ '- {n --$') = o, 

£/' étant la valeur de u correspondant ko = 0', 
On déduit de là 

- -r(— 6 4- smS'cosô') -, 

^ ^ g($ sm6 -hcosô )sm5 cos9' = o, 

équation d'où Ton déduira^ qui, comme on devait s'y attendre, n'est 

pas une quantité très petite, puisque c'est devant son équivalent X que 
nous avons négligé des termes. 

13, Goutte très large. — L'équation de la section méridienne de la 
surface capillaire de révolution peut se mettre sous la forme 

/ X ^9 sino r-4- X 

(a) -/■ 4- = • ,- y 

^ -^ . as .r a^ 

ff étant l'angle que forme la tangente avec l'axe des x\ cette équation 
ne parait pas pouvoir s'intégrer, et, dans ce qui suit, nous devrons nous 
contenter d'approximations. 

Nous placerons l'origine au sommet de la courbe, en prenant pour 
origine l'horizontale de ce point. 
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Si une étendue assez grande y reste suffisamment petite pour que 

Ton puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer 

dy 
ds = dx^ f = sin<p = tang<p = ^> l'équation (a) prend alors la forme 

suivante y 

dx^ X dx a} ' 

équation dont l'intégrale est 



/•^ / X X \ 

« .il -C08W COStoX 1 

y-i-X=:A^ I [&" -1-e - )d(ù 





lie 



•^ 



A| et Aa étant deux constantes arbitraires. Mais A^ est nul, car autre- 
ment jr serait infini pour x = o^ et, comme j' est nul pour a? = o, il 
vient 

d'où 

fc) il = — r U-"""- e"''~"')cosa, du>, 

^ ^ dx 2TzaJ ^ ^ f 

fl'Xf 

et Ton voit que -~ est nul pour ^ = o, ce qui devait être. 

Supposons que la goutte soit assez large pour qu'une valeur de 9, 
de 9, inférieure à 20®, corresponde à une valeur / relativement grande 
de x^ et soit j^, la valeur correspondante de y. Nous aurons 

1* X / / -CM« C08W\ _7 

1 ^"S?'=ï^/ v^' -^^" j^**^"'''^- 



(*) Poisson (p. 21 3) pose une formule tout autre, sans faire connaître de 
quelle manière il y est arrivé; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas à 
l'équation difTércntielle. 
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Mais, comme X est inconnue, la valeur de / ne peut pas être fixéq 
a priori et est subordonnée à la solution du problème. 
L'équation (a) donne alors, par approximation, 

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s'in- 
tégrer. Nous sommes ainsi réduit à déterminer des valeurs approchées 

de y et de a? en fonction de j, en négligeant le carré de j- 

Si nous posons y = m -h ^ > etsi nous identifions après la substitution 
dans (c) les termes indépendants et dépendants de -tj nous trouvons 

, ^,v d\' . ' du 

[/ ) ySUîM-h i^COSU~i- = O. 

Si C est une constante arbitraire, la dernière de ces équations 
donne 

a 



et l'on a, par suite, 



i' = -: y 

sinu 



c 

[g) sin<p = sinw -h yCotM. 

Mais u déduit de (/) renfermera une constante arbitraire C, et Ton 
sera libre d'établir entre C et C telle relation que l'on jugera conve- 
nable, pourvu qiiey =^y^ , l'équation [g) donne 9 ~ ç, . Il nous est donc 
permis de supposer C = o, et, en intégrant L'équation (/), on trouve 

cosM = cosy = cosy, - ^ [(j -+- >^)' - (ji -+->^)']» 
d'où 

(A) x-l=-j co{(pd(f= j ^ ^ dy. 




'' 1 \/'-icoscp,-— [(j + X)«-(j,4-X)]« 



intégrales réductibles en fonctions elliptiques. 
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^ Soient h la hauteur de la goutte ou rordonnée du point de raccor- 
dement correspondant à cos<p = — cosa. Nous aurons 

(i) • cosç?,-^[(A + X)^-(j,-i-a)^J=-cosa, 

• 

et Téquation (A) fera connaître la valeur x' de x du point de raccor- 
dement. 

On conçoit que Ton puisse exprimer que le volume de la goutte est 
donné, ce qui établira entre X et /une relation qui, jointe à la seconde 
des formules (2), permettra de déterminer ces constantes. Il faudra 
s'assurer ultérieurement que / est relativement grand, comme on Ta 
supposé. 

1 i. Liquides soustraits à l'action de la pesanteur, — Dans ce qui suit, 
nous considérerons avec M. Plateau une masse liquide en suspension 
dans un autre liquide de même densité avec lîiquelle elle ne peut se 
mélanger. 

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé- 
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la 
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d'une certaine limite, elle de- 
viendra un sphéroïde aplati, ou elle se décomposera en sphéroïde et 
un anneau tournant autour de ce sphéroïde. 

Soient n la vitesse de rotation; x la distance d'un point quelconque 

de la surface à Taxe, le potentiel de la force centrifuge sera — ^*— ; si 
l'on attribue à a la même signification que ci-dessus, et si l'on pose 
6' = — ~> l'équation de la surface sera 



(0 fi"+'ïï"« = 7r^(^'-+"^)' 

X étant une constante. 

Elle peut se mettre sous la forme suivante : 



d 



r/ï> sin 9 I/o > \ 
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0U9 en multipliant par x^ 



dr sinc& 



no I/o > \ 

:^ = 7:î(^"-+-^) 



lijc h 



On déduit de là, en appelant C une constante arbitraire. 



et 

7- H h - 



-^dx 



4- 
2 






pour l'intégrale de Téquation proposée. 



15. La surface diffère peu d'une sphère, — C'est ce qui a lieu quand 
la vitesse angulaire est suffisamment faible, et alors l'équation de la 
surface pourra se mettre sous la forme 



(i}u du 



il ^ au ^ / • 9 r \\ 

T — tang//-^ -h :iu -h ^(sin'^y -f- A) = o. 



et a pour intégrale 

Xv» / * i-^iang- 
w = B sin 5 T^ -f- A j — i -i- sin5 log r 



2^* 


^ 2 



I — tang- 



- iT^sinôlog ^ +^sin'5. 



I — lang - 



Pour que u ne soit pas infini pour 6 = 90*^, il faut que les termes 


I H- lang - 

,log j disparaissent ou que Ton ait 



I — tang - 
^ 2 



t' 



^=W 
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et alors, en comprenant la constante de — T-rjdansrindéterminée— ^, ^ 
il vient 

u = IJsinS TT ■+- TTïïSin^S 

et 

—- =Bcos5 prSinScosô. 

Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire à Taxe de 
rotation, il faut que B soit nul ou que Ton ait B = o, et par suite . 

Si nous prenons pour x le rayon de la sphère équivalent au sphé- 

roide, il faut que / u^ dO soit md, ce qui donne 

• 

I 
et 



u = 






En coordonnées reclangidaires, nous aurons pour Téquation de la 
surface, 

or--h/^ = ï^(i -+-m)^ = x^(i -f- 21/) 
ou 

ou encore, aux termes près du second ordre. 



^' + J*=»'(>-f^) + è.r', 



re^'qui est Téquation d'un ellipsoïde en révolution aplati dont il est 
facile de trouver les axes. 
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16. La sur/ace diffère d'un tore. — Nous supposerons qu'il est ainsi, 
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la masse à l'axe de 
rotation est très grande par rapport aux dimensions transversales de 
Tanneau. 

Soient c le centre du cercle générateur; / sa distance à Taxe, nous 
avons 

j:- = /-!- t sinô ; 

en désignant par C une constante 

I sinO il".- t , ^' 

iw = 7 ^-R = 7 S»" 5 /(i — cosaS) 

Par suite, 

I» « 
OU 



r/u 



I / Q / 1. t. \ X. 

uz=zC-\- -[-rr "^ 7)^ cosO— ^cos'iO -i- AcosO -h Bsinî, 
= rf-/! 7) (cosô— 5sin5) -f- 7jjSin2 5 — Asin5 -h Bcos5. 



On doit avoir -ng- = o pour 6 =90", d'oii 

Par suite, 
u = -(-7? 7) (cosO — CsinC — -sin5] 4- ^jCos25-h Bsinô-hO, 

B et C restent indéterminés, en raison même de l'origine qui n'a pas 
été fixée. Si nous la plaçons au milieu du diamètre horizontal, u devra 
avoir la même valeur pour 9 = 90" et 6 = — 90", d'où 



4*4 
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î^ III. — Des liquides uniquement soumis à leurs actions mutuelles. 

Si Ton iiitrocluit une masse déterminée M d'un liquide A dans un 
milieu formé d'un autre liquide B de même densité que le précédent, 
mais avec lequel il ne peut pas se mélanger, A se trouve dans les 
conditions d'un liquide uniquement soumis à ses actions mutuelles, et 
c'est ainsi que M. Plateau a obtenu expérimentalement, suivant les 
conditions qu'il imposait à M, les différentes formes que peut affecter 
ini solide de révolution dont la movenne courbure est constante. Nous 
avons ainsi à nous poser un problème résolu déjà depuis longtemps 
par bien des savants, mais en nous efforçant a en simplifier la solu- 
tion. 

17. Équation générale des surfaces de révolution dont la moyenne 
courbure est constante, — L'équation (i) du n*'2 nous donnera l'équa- 




tion différentielle de la surface de révolution que peut affecter une 
niasse li(|uide soustraite à l'action des forces extérieures en y supposant 



C 



,f = (), et, en représentant la constante - par 2 A, nous aurons 



I I . 

H "*" iv — ^'^- 
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Soient {fig* 0) • 

Oy Taxe de révolution ; 

Oj: la perpendiculaire en un point quelconque déterminant avec Ox 
une section méridienne que nous allons considérer ; 

9 Tangle que forme avec Ox la tangente en un point m dont les coor- 
données sont X ety; 

ml la normale en m limitée à Ox\ 

s Tare de la courbe mesurée à partir de Oy. 

Nous avons 

, , i ch rosor/9 I i sina 

dx= — ascosrp, ^ = — -71 = — -f--^y —==—- = — ^, 

* R as ajc H ml x 

d'où 

cosrsdo sin© . 

-—7 — '- = ^ = 2A. 

dx' X 

-j — - = 2 AjT 

ax 
En intégrant et désignant par B une constante arbitraire, on trouve 

A ,r' 4- B 



ou 



(1) siny = 



X 



Remarque. — Si la surface est fermée, on a 9 = pour x = o, par 

suite B = o et 

siny = Xx. 

On déduit de là, en désignant par C une constante, 

dy. . \ r 

-j- = tancrc? = i 

et enfin 

équation d'un cercle. D'où il suit que la sphère est la seule surface de 
réi'olution à courbure moyenne constante qui soit fermée. 

Revenons maintenant à l'équation (i), et désignons para:*, et «r^les 



\ 
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valeurs de x qui correspondent à y = 90®, ^ = — 90". Nous aurons 



d'où 



A= — '—, B = --^^^i:^, 



et, en substituant x^ et X2 aux constantes A. et B, nous aurons 



sni s = 



•/'" *^ l '^ 2 



C0S9 =--. ± ■ — ' \f{x\ — x'^]lx^ - x\ ) 

tang9 = ±. 



it' '~~ »T*| «^j 



Si nous posons 

x^ = a^^f cos' ij; -f- X j si II* ^ , 

^ étant un angle auxiliaire, ce qui est permis puisque 0*1 etiTa.sont les 
valeurs extrêmes des x^ nous aurons 

. .r; cos't}/ 4- *i'; sin't}/ — -ri j*. 6^)* 

tan<'^ = zti — -—. — — - = — » 

^ • (.r| — u'I ) biii't' C(»s'{/ du- 

, ( :z* J — .rj ) sin ']^ cos ij/ fi'\f 

(Lv = — • , - -; . > 

^ ./•{ cos^'t* H- ^** SI II "4' 

d'où 

.ri .r, r/i|/ 



dy =:±\^x\ cos* tj; -H x'^ sin vj; rf-} 



Si nous plaçons Torigine des coordonnées de manière que l'on ait 
y =z o pour X = Of nous aurons 

U^=.,JE[^/Ï3p,]-E[v/Spi^]| 

Nous aurons ainsi deux systèmes de courbes selon que j:2.serade 
même signe que or, ou sera de signe contraire. 




NOTE 



SLR LE MOL'VEMENT ET L\ DÉFORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE QUI SÉLK\ E 
DANS U\E HL4SSE LIQUIDE D'UNE DENSITÉ PLUS GRANDE. 



En 1 73'ï. Maupprttiis a donné, dans les Mémoires de l'Académie des 
Sciences, la solulion du problème du mouvemenl d'une bulle d'air dans 
un liquide. On a reproché à notre ancien Confrère d'avoir admis que la 
bulle reste spiiérique. 

Un géomètre belge, M. Pagani, a publié, en i834. dans le Journal 
de Crelle, un Mémoire sur le mouvement d'une bulle (B), liquide ou 
gazeuse, en tenant compte de la résistance au mouvement opposée par 
le liquide ambiant (A). Il est arrivé à des résultats qui séduisent au pre- 
mier abord et dans lesquels la cjrïoïde joue le principal rôle ; mais, en y 
regardant d'un peu près, on reconnaît que, en négligeant la résistance 
de ( A ), la bulle serait un c^'lindre vertical indéfini, ce qui n'est pas pré- 
cisément conforme à l'observation. 

Maupertuis était donc moins éloigné de la vérité que M. Pagani en 
admettant, a priori, comme un fait acquis, qu'une bulle affecte à très 
peu près la forme spiiérique, fait qui n'a reçu que plus tard son expli- 
cation, en partant de la formule de I^place relative à l'influence, sur la 
pression, de la courbure de la surface d'un liquide. Cette formule, 
néanmoins, n'est pas toujours suffisante pour conduire à une solution 
rationnelle de certains problèmes qui se rattachent à la théorie de la 
capillarité; on a alors recours, pour faire disparaître l'indétermination, 
à des hypothèses plus ou moins plausibles, qui conduisent quelquefois 
à des résultats plus ou moins conformes à ceux de l'observation. C'est, 

6.. 
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notamment, ce qui a lien dans la question dont nous avons à nous oc- 
cuper, et qui lie comporte qu'une seule équation à peu près exemple 
de reproche. 

La surface de (B) est évidemment de révolution autour d'une verti- 
cale OI rencontrant en I le niveau H'H du liquide ambiant. 

Considérons une section méridienne et soient 

A'OAiT le plan de l'équateur; 

3 la distance 01 du centre O de l'équateur à H'H ; 

H, |S les poids spécifiques de (A) et (B); 

B. B' les pôles supérieur et inférieur de la surface de (B); 

m, m' deux points appartenant respectivement à A'BA, A'B'A et cor- 
respondant à la même abscisse On = x; 

mn = j*. m'n — y les ordonnées de m, m'; 

R le rayon de courbure en m, et R, la normale au même point limitée 
par 01 ; 

R', R', les longueurs semblables qui se rapportent à m'; 

[j. le coefficient de capillarité; 

f l'angle mTor formé par la tangente en m avec Ox; 
V la vitesse censée constante des molécules du filet élémentaire mm 
ayant pour section dm. 

Nous ferons abstraction de la pression almosphérique, qui dispa- 
raîtrait presque immédiatement des résultats du calcul. 

Si la bulle était en repos, bs pressions en m et m' seraient respecti- 
vement 



n(=+y)+(x(^ + i^); 



mais, à l'état de mouvement, la première de ces pressions doit être 
augmentée de la résistance opposée au mouvement par (A) et que, 
<raprésce qui a été admis jusqu'à présent, nous représen lerons par une 
expression de la forme 

jji — V ' cos' f , 



AIOIIVEMENT ET DÉF0BBI4T1OW D HUE BtILLE LIQUIDE. 4^^l. 

en (lésignaiiL par K et a deux constantes absolues dont le rapport ne 
dépend que de la nature de (A) et (B). 

L'équation relative au mouvement vertical du filet mm' défini ci- 
dessus est, abstraction faite du facteur commun (/w. 






n-p- 



p rfV 



(■) 



'^)(/+y) 



' +i'(K' + iîç)-c(i + K;)-c|^" 



cos'y = o. 



Telle est l'équation que nous avons énoncée; elle sera d'autant plus 
exacte que : i" la bulle sera plus petite, relativement à l'hypothèse 
que nous avons faite sur la constance de la vitesse V dans un filet ver- 
tical; 2° cette vitesse sera plus faible, puisque nous avons estimé les 
pressions extérieures de la même manière que si les particules de (A), 
qui se trouvent dans le voisinage de (B), n'entraient pas en mouve- 
ment. 

Si ( B) n'éprouvait pas de résistance au mouvement de la part de (A), 
l'équation (i) serait satisfaite par 

n p rfV I I 1 I I 



en donnant ainsi une signification à la constante a. 

Si donc la bulle était primitivement spliérique, comme nous le sup- 
poserons dans ce qui suit, elle ne subirait, dans l'hypothèse actuelle, 
aucune déformation en s'élcvant dans (A), et, sous ce rapport, on n'a 
pas H critiquer Maupertuis, en ce qui concerne toutefois une bulle in- 
compressible. 

La délormatioii de la bulle n'est donc due qu'à la résistance de ( A ), 
résistance que nous considérerons comme assez petite pour qu'on 
puisse eu négliger le carré. 
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Posons, en conséquence, 

r= Om = a{i -hu). r'= Om' = a{i ■+■ «'], 

fi = mOa;, 0' ^ m'Ox, 

en désignant par u, u' des quantités qui, de même que (6 — 5'), sont de 
l'ordre de la résistance, ou, si l'on veut pour plus de simplicité, de 
l'ordre de K. On a, au degré d'approximation convenu. 



On obtiendra des expressions semblables pour ^ p' n' e" substi- 
tuant u' à u, ô' à fi, et même, au degré d'approximation convenu, en 
faisant ff ^ 6; si donc nous posons 

(=) 

l'équation (i) devient 



w = u — u , 



(3) 



i^ja[(i + u)sinfi -t-(n- u')sinfi'] 



4-2* — i:KV*sin"i 



La résistance éprouvée par la sphère, rapportée au volume, a pour 
'aleur 



(') Soient, en effet, r la dislance de ni à 01, dui i 
mentaire de raj'on r-, la composante de la résistance s 



ément de la zone élé- 
o suivant 01 est 



i, pour la sone entière, 



V'airrarfSsin't 
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En continuant à négliger les termes du second ordre, l'équation (3) 
sera satisfaite en posant 

(5) ^ - 2'tang5 ^ ^- 2fv ^- RV* Qsinô - sin'ô) = o. 

En remarquant que Vrf/ = — dz, Téquation (4) devient 

et fera connaître V en fonction de z, en exprimant que, au point de 
départ de la bulle correspondant à s = ^o» on a V = o. La bulle, tout 
en se déformant, sera donc animée d'un mouvement de translation 
vertical, qui est le même que si elle restait sphérique. 

On a, pour l'intégrale générale de l'équation (5 ) et en désignant par 
A et B deux constantes arbitraires (* ), 

/ H-tang^\ ^ 

fv = Bsin5 -h Al — i-hsinôlog ^ 1 -h yRV^sinô logcosô 

\ .-tang-y 

-7-sin9[ — sin5-+-log 

' y i-tang- 

et, pour rhémisphère supérieur, 

En rapportant cette valeur au volume de la sphère, on trouve 

(*) Si Ton considère en général Téquation 

d^ w dw 

-^ — atange^ -+- aw-i-FCO^^o, 
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mais 

log ô=log-i ^^ =2log(8m--+-cos-l-logcos6; 

i^iang- 

par suite. 

l «>= Bsiii9 — Ah- 2^ A H ^|sin5 logfsin - -h cos - J 

' 1 KV 

( — A sinÔ loecosS /-sin'fi. 

Pour que w ne devienne pas infini pour 5 — 90", il faut que A = o ; 
alors on a simplement 

IV = Bsm9 H sinS log( sui - -H cos- 1 h 

d'où 

rfn- „ , KV'I c , / ■ S\ 

■Tg- = 11 cosS + —I COS& log I sin - + cos - ) 



Comme OA etOB sont deux normales, il faut que 'jT = o. "â ■ 



D intégrale est 



v=: BsinO-f-Al — 1 -t- sin 



- sin^y ^^^^^yF(e) sine coserffl. 



On arrive facilement à ce résultat en posant ic = V sinO, ce qui conduit à une 
équation linéaire du premier ordre dont la fonclion ^Bt -^^ 
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par suite -^ =o pour Ô = o, 5 —go", ce qui exige simplement qu' 
B = G. Alors on a, en définitive, A 



(7) 



tf = u — u =- 



l"6 



Il suit de là que, si S croit de o à go°, w diminue depuis o jusqu'» 

(8) -^Q-logv'i)=-'>.0769KV'. 

En prenant a égal au rayon de la sphère équivalente au volume de 
la bulle, on a, en appliquant l'un des théorèmes de Guldiu, 

+ f'(~^\'d$'l(t+u')cosSf\ 
= î-o' /"(■ + 3")cos6 dS + /"(i + 3u') cosU'rfC ; 



d'où 

(0) 



/ {u+ u')cos$dd =0. 



Au point où nous sommes arrivé, on voit que le problème est encore 
indéterminé et que l'on peut donner au profil A'B'A toute forme peu 
différente de la circonférence de rayon a, pourvu que cette i'orme soit 
symétrique par rapport à 01 et qu'elle soit normale à AA'; l'équation 
de la courbe devra renfermer un coefficient indéterminé dont la 
valeur se déduira de l'équation (cj). Mais les considérations suivantes 
jetleront peut-être une certaine lumière sur cette dernière partie de la 
question. 

Les recherches les plus récentes sur la résistance opposée jiar un 
liquide à un corps solide en mouvement sont dues à Poncclet ; mais 
elles ne conduisent pas à la loi de la répartition des pressions élémen- 
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taires sur la partie postérieure du corps. Il y a tout lieu de croire 
cependant, d'après l'observation qui donne une idée de la manière 
dont s(*tomportent les molécules fluides à l'arrière, que la pression 
est plus forte aux environs de A', A qu'en lï'. 

Dans l'ignorance où nous sommes, à ce sujet, nous admettrons que 
la pression extérieure sur la partie A'IVA de la bulle est uniforme, ce 
qui conduit n;)turellement, par suite, à considérer cette partie comme 
un hémisphère dont le rayon croîtra avec V. 

En supposant donc u' constant et portant dans la formule [9) la va- 
leur «déduite de l'équalion (7), on trouve 



-t-^A 



- cos- ) sina$ t/2 1 



(10) 



«'^O,025uKV = 



Cette quantité étant positive, le profil A'BA sera aplati et, en se re- 
portant à l'expression (7}, l'aplatissement en B, par rapport à la sphère 
de comparaison, sera 



(") 



o,o5i9KV'. 



Cet aplatissement est donc à peu près le double du gonflement (10) 
i l'équaleur. 
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COMMENTAIRE A LA TIIEOBIE ANALYTIQUE DK LA CHALEUa DE FOURIER. 



L'unique édition [i8aa) de la Théorie de la chaleur de l'illustre 
Fourier ( ' ) est épuisée depuis bien des années. Les volumes, en nombre 
reslreinl, dont elle se romposait, ont été absorbés en grande partie par 
des pays étrangers, surtout par rAllemagne, d'où certainement ils m- 
nous reviendront plus. Cet Ouvrage ne se trouve, à Paris, que dans 
quelques bibliothèques ouvertes au public, et dans des bibliotbéques 
spéciales destinées exclusivement à des catégories déterminées de p ei- 
soiines. 

La plupart des bibliothèrjues municipales et universitaires de pro- 
vince n'en possèdent pas. 

A la suite de ventes de bibliothèques particulières, on en trouve de- 
temps à autre un exemplaire dans le commerce, mais la plupart de 
nos géomètres ne sont pas en situation d'en faire l'acquisition, en 
raison du |)rix élevé auquel il est porté. Aussi le chef-d'œuvre de l'une 
de nos plus grandes gloires scientifiques n'est-îl généralement connu 
de nos jeunes générations que dans certaines parties, purement analy- 
tiques, introduites dans les traités modernes de Calcul intégral ("}. 

(') Jettn-Baptiste-Joseph Fourier esl né à Aiixerre le ag mnrs 1768, el mon à 
Paris, secréuire perpétuel de l'Académie des Sciences, le 16 mars i83o, 

(') Voir notamiiienl le Traité de Calcul di^érentiet et intégral de M. J. 
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Aussi ai-je reconnu, ilRpuis longtemps, l'utilité que présenterait la 
publication d'un extrait des parties essentielles de la théorie de 
Foiii'ier; je ne songeais pas à entreprendre moi-même ce ■travail, mais 
quelques-uns de mes amis m'ont engagé à m'exécuter, et j'aurais eu 
mauvaise grâce à ne pas me rendre à leurs désirs. 

Toutefois, je n'ai pas cru devoir suivre Fourier pas à pas sur les 
points suivants : i"au lieu de déduire l'expression du flux de chaleur 
dans un corps homogène de la considération d'un mur indéfini , je l'ai 
établie directement en partant de la loi du rayonnement particulaire à 
travers un élément plan ; a" j'ai posé les équations en coordormées cy- 
lindriques et spbértques du mouvement de la chaleur dans toutes leurs 
généralités, au lieu de nie restreindre à des cas particuliers ; 3" J'ai sup- 
primé les développements métaphysiques auxquels Fourier s'est livré 
sur la chaleur, et qui ne sont plus conformes aux idées actuelles des 
physiciens; 4" j'ai également supprimé ses études préliminaires, qui ont 
précédé le développement en série trigonométrique d'une fonction pé- 
riodique, et finalement la rcprésentalion d'une fonction arbitraire au 
moyen d'intégrales définies. 

Pour éviter toutes recherches au lecteur, j'ai donné en note au bas 
de la page les différentes intégrales et les formules dont on a besoin, en 
eu donnant des démonstrations ou plus simples ou plus rigoureuses 
que celles qui se trouvent dans la Théorie de la Chaleur, démonstra- 
tions empruntées à divers géomètres qui sont arrivés après Fourier. 

J'ose espérer que ce Commentaire, une fois compris, facilitera la lec- 
lure des Ouvrages suivants, que l'on ne saurait trop recommander ; 
1° Théorie mathématique de la chaleur, par S.-D. Poisson (') (i835)( 



llertrand(2' Vol., 1870) ; le Traité de Calcul infinitésimal de M. Duhamel (1876); 
le Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique de M. Slurm (1873); le Cours de 
Calcul différentiel et intégral de M. J.-A. Serret (1880). 

(') En dehors de digressions sur le rayonnement, le refroidiasemeiil el sur l'in- 
légralion des équaliontt aux ililTérenticUes partielles, Poisson ne s"est principa- 
lement oceup<^ que du mouvement de la chaleur dans la sphère, indépendamment 
de toute hypothèse sur la répartition de la température initiale intérieure et sur 
la loi de la variation de la température du milieu ambiant avec la position des 
éléments de la surface avec lesquels il est en contact. Il fait ensuite l'application 
de ^es formules au mouvement de la chul(;Mr à l'intérieur et à la surface de la 
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St 



2" Cours de Physique malhémalique, par M. Emile Mathieu (') (1873); 
3° Leçons sur la Théorie mathématique de la ehalenr (iSGi), par M. 0, 
Lamé {'). 



Généralités. 



\ . Du JJit.r fie la chaleur. 



diB, du' les volumes de deux l'téments matériels très voisins m, m' d'un 
corjjR solide homogène ; 

V,, V, leurs températures, l;i première étant censée inférieure ;i la 
seconde ; 

r la distance des deux éléments ; 

F(r) une fonction de la distance r, dépendant de la nature du corps, 
qui décroît très rapidement quand r augmente, et devient insensible 
ou nulle quand r atteint ou dépasse une certaine limite r, , très petite 
et du même ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
laires. 

Une induction théorique tirée des résultats <le l'expérience conduit 
à représenter par 

F(r1(V; -\,)dadv!'dt 



la quantité de chaleur envoyée par m' a m dans le temps dt, l'excès 
de température V', — V, étant nécessairement très petit, en raison de la 
continuité que présentent les phénomènes naturels. 




terre. Ces deux questions avaient il^jà été traitées à peu pr^s de la même ma- 
nière par Laplace dans le 4' Volume de la Mècanie/ue céU-ite. 

(') M. Emile Mathieu a nntammenl ajouté deux chapitres împortalits à la 
Théorie maLhémntique de la chaleur, t'un (jni se rapporte à l'équilibre de cv- 
lindres indéfinis de dilTérentes formes, et l'autre A l'éi^uilibre de tempéralitre de 
l'ellipsoïde. 

(') Lamé, abandonnant le chemin battu, a abordé la Théorie du mouvement 
de la chaleur, non plus dans l'hvpothêse d'un solide homogène, mais plus i;éné- 
ralement dans celte d'un corps cristallisé. Cnmme il v a peu de 



cet Oitirage et celui de Fonrier. je^e crois pas devoir en dire plus. 



52 



TBEonii:: abalytiquf de ia CHALErit. 



Soient Oa\ Oy, Oz trois axes rectangulaires; rfw un élément super- 
ficiel compris dans le corps et appartenant à un plan indéfini (P) pa- 
rallèle ft zOy. 

Pour obtenir la quantité de cliaienr e qui traverse el'n dans le 
temps fil, il suffit de faire la somme des quantités de rhaleur envoyées 
par les molécules m' du corps situées d'un côté de (P) à celles dps 
molécnlesm, situées de l'autre côté de ce plan, pour lesquelles les droites 
m, m', rencontrent rfw dans l'intérieur de son périmètre. 

Soient 
x, y, z les coordonnées du centre de gravité G de tïm : 
V la température en ce point; 
X ^- l,y — h, s -f- i les coordonnées de m ; 
X -4- f , y -'.- h', z -I- h' celles (le m'. 

D'après le principe élémentaire admis jdus liant, les longueurs /, h, 

]>uissances 



k, ï , h', k' sont très petites, et nous pourrons négliger 
supérieures à la première, leurs produits deux îi deux, etc 
vient à poser 

dS , fis, d\ , 



ce qui re- 



V, 



rfV 



-7' 

rfr 



rfs 



*'. 



On a donc, pour la quantité de chaleur cherchée, 

Par suite du groupement symétrique des particules du corps par 
rapport à la |)arallèle en G à 0.r, particules qui peuvent être consi- 
dérées comme ayant le mèn>e volume, on voit qu'à une valeur de r cor- 
respondront deux systèmes de /i. h', k, k' identiques, mais affectés de 
signes contraires; il résulte de là que les deux dernières intégrales de 
l'expression ci -dessus de e sont nulles, et que l'on a simplement 

i^dl'^fv{r)[t-t)tl7^du\ 

Déterminons d'abord la portion i' de i qui se rapporte aux mole- 
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cules m' et m, pour lesijuellfs la distance r reste constante en gran- 
deur et en direction. Nous supposerons, pour fixer les idées, que les 
molécules m' sont situées au-dessous de da par rapport au plan yOz 
censé horizontal. Ces molécules déterminent un cylindre oblique pa- 
rallèle à r, ayant pour base du; de sorte que l'on peut prendre 



- (/w df ; 



d'ailleurs ou a la relation 



/ ■ - /' - rcos(r, icj, 

et la limite de /' est — rcos(r, x); il vient doue, en elTectuant um 
intégration par rapport à /' entre o et cette limite. 



et, par suite, 



— (/(-T— F lA'Jr' cos "-[/-, X idtadis 
dt —d'^J'Pirjr' cas' \r,x}d 



Cette intégrale s'étend à toutes les molécules m situées au-dessus de 
du et à toutes les valeurs de r comprises entre o et r,, et par consé- 
quent c'est une constante a qui ne dépend que delà nature du corps. 
Nous avons ainsi 



(«: 



, - du dt. 



La constante « est essentiellement positive, attendu que -7— est 
négatif et e positif, puisque le mouvement de la cbaleur ne peut avoir 
lieu que de la partie la plus chaude du corps vers la partie la plus 
froide; elle a reçu le nom An coe/Jkienl de conductibUuè intérieur. 

Si nous considérons ta quantité de cbaleur envoyée par m' à m 
comme une forcedirigée de la première de ces molécules vers la seconde, 
et que nous transportions toutes les forces semblables parallèlement a 
elles-mêmes en G, leur résultante sera s, et, en raison du groupement 
svraétrique des molécules par rapport à la normale en C a du, elle sera 
dirigée suivant celte normale. 

Le JIux de chaleur, qui, â un instant donné, se rapporte à un élé- 
ment du, est la quantité de chaleur qui traverse cet élément rapportée 
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il l'unilé desiirrace et à l'unité de temps. Dans lescundilioiiscî-dessus, 

le flux lie chaleur 

(2) ^---«^ 

peut être rejjréseiité par une droite perpeiidiLulaii'e à dfo ou à Ox. 
Nous dirons aussi que X est Ie_/7ux de chaleur au point G estimé paral- 
lèlement à 0,r. 

2. Propriété générale dujïiuv de chaleur relatif à un point déterminé 
d' un corps homogène à un instant (/uclco/ique. — Soient 

mx, my, mz tr<»is axes rectatigulaii-es |>artant d'un point m du solide; 
ma = dx, mb = djr, me = dz des longueurs infiniment petites portées 

respectivement suivant ces axes à partir de m ; 
du l'aire du trianfjle élémentaire abc; 

î.,fjL. vies angles formés piU" la uormaieà cet élément avec mx, m/, ms; 
N le flux de chaleur qui se rapporte au même élément ; 
X, Y, Z les (lux de chaleur en m, parallèles aux trois axes. 

La quantité de chaleur qui pénètre dans le temps dl dans le tétraèdre 
abcm par les faces bmc = dm cos)., c?na — da cosji, amb = f/w cosv, a 
pour expression 

dtd;>{Xcos'k + Y co&ii-i- Zcosv 1. 

*u en retnuichani la quantité de chaleur N t/to (// qui s'échappe par 
abc, il reste 

dtd'j>\\cos'k ~i- VcosfjL-i- Zcosv — N). 

Mais cette deriiiéi'e quantité de chaleur ne serait employée qu'à 
élever d'une quantité infiniment petite la température du tétraèdre qui 
est du troisième ordre; elle est donc nulle, et nous avons ainsi 



^ 



(■'j 



N -" X cosX -i- V cosfi -+- Z cosv. 



Soient /, yî, ^ les coordonnées de l'extrémité de la di-oite mN qui 
représenteN. L'équation (3) revient à la suivante 
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d'où 

y^ H- ri^ -I- ?^ -- Xx -r- \ri 4- ZÇ, • 

ou encore 

Ou voit ainsi que, si, à un instant déterminé, on fait varier Torien- 
tation de l'élément rfw, v^ le lieu des points N est une sphère passant par 
le point m ; 2° il y a une position de l'élément pour laquelle le flux atteint 
une valeur maximum que nous désignerons sous le nom de flux principal ; 
3** le flux de chaleur estimé suivant une droite quelconque est la pro- 
jection du flux principal sur cette droite; 4" le flux principal est la résul- 
tante géométrique de trois flux à angle droit ( * ). 

3. Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées rectangu- 
laires. — Soient Oa?, O/, Oz trois axes rectangulaires auxquels on rap- 
porte un solide homogène dans lequel la chaleur est en mouvement. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant son sommet en m 
et pour arêtes dx, dy, dz, La quantité de chaleur qui , dans le 
temps rf/, pénètre dans la face dydz qui passe par m a pour expression 

et celle qui en sort par la face opposée 

-.^dydzdt{^^^dxy 

d'où, pour la différence, 

adtdxdy dz -j-ç • 



(^) Le flux principal est normal à la surface isotherme passant par m à Tinstant 
considéré. En effet, on a, par exemple, 






ce qui est bien le corsinus de Tangle formé par Ojc par la surface V u:^ const. 
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En ajoutant cette expression à celles que l'on en déduit en cliini- 
geiuit a; eu v et s, on trouve que la quantité de chaleur qui reste dans 
l'élément est 

Mais cette quantité a été enqiloyée à élever de -- (/( lii température 
du volume dxdydz, ou à produire l'efïét calorifique 

{■.dxdyd-.~dt, 

en désignant par ^j la elialeur spécifique du corps rapportée au vo- 
lume Si l'on égale celte expression à lu précédente, et si l'on pose 



(">) 



lorsque la températiu'e en cbaque point du corps varie avec !<■ 
temps, on dit que le mouvement de la chaleurest varie, et l'équation (ij 
est celle de ce mouvement. 

Quand la température reste constante en chaque point du corps, on 
dit qu'elle est staùonnaire ou que le mouvement de la chaleur est uni- 
forme. Dans ce cas, on a 



i;t l'équation ( j) se réduit à 

r/'V f/'V rf'V 

4. Conditions relatives à la surface, — La fonction V. qui représente 
la température au point [x, y, z), ne doit pas seulement vérifier l'équa- 
lion aux différences partielles (5) on (5'). il faut encore qu'elle satis- 
fasse à la condition relative à la surface, dont nous allons maintenant 
nous occuper. 
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Comme, dans ce qui suit, nous ne considérerons que des corps placés 
dans des milieux dont la température est uniforme, nous pourrons, 
pour plus de simplicité, substituer k la température intérieure du corps 
son excès sur celle du milieu ambiant, ce qui revient, en définitive, à 
changer l'échelle thermométrique en prenant pour o la température 
du milieu. 

Soient dr un élément de la normale menée au point m de la surface 
du corps, mesuré a partir de ce point; dtù l'élément de la surface en m. 

La quantité de chaleur qui s'échappe par dtù dans le temps dl 
est ( I ) 

-- u-j- drji ai. 
or 

En admettant que V soit assez petit pour que la loi de Newton rela- 
tive au rayonnement soit admissible, la quantité de chaleur rayonnée 
par d(ù dans le temps dt est la forme hY d(ù dt^ h étant une constante 
qui ne dépend que de l'état de la surface et de la nature du milieu, et 
qui a reçu le nom de coefficient de conductibilité extérieure. Nous avons 
donc 

— u-^ d(ô dt = hY d<ù dt. 



ou 



/r\ ^V V 



en posant 

(7) 



// _ I 



La condition (6) devra être transformée en raison du système de 
coordonnées dont on aura fait choix. 
Revenons aux coordonnées rectangulaires. 
Soient 

(8) r{.r,y,z)-^o 

réquation de la surface, et 



^=\/(.^)" -(!)■-©' 
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^ 






(IV dz 
ih dr ' 



('H a ^'^\iL ^'iL\ 



et la coiiditinii H>) prend la forme 



(9) 



K^ 



rfv ,jf rfv rf/; i(V df 



ndr\ 



Ainsi, pour qu'une intégrale de l'équation (5) ou (V) soit admis- 
sible, il faut qu'après l'avoir substituée dans l'équation (9) on obtienne 
un résidtal compatible avec l'équation (8), 

Il est facile de vérifier que l'équation (<j) n'est qu'une conséquence 
de la formule ('i ) du n" 2, en supposant dans cette dernière 

X — — a-î-. Y- ~%^y^, / — - j-, N ^ AV. 



S. Condition relative à l'étal initial dans le cas du mouvement varié 
de la chaleur. — A l'instant pris pour origine du temps, la température 
en chaque point du corps ne dépendra que de sa position ou de ses 
coordonnées. On pourra donc la représenter par une fonction de la 
forme 

r(a-.r,=). 

et qui est censée donnée. 

Ainsi, en supposant que l'on ait satisfait à l'équation (5) et aux con- 
ditions (8) et (()), il faut encore, pour que la solution obtenue soit ad- 
missible, qu'elle satisfasse à cette nouvelle condition 



(,o) 



V = ¥(x,y. si pour t - o. 



G. Equation du momement de la chaleur en coordonnées cylindriques 
— L'équation qu'il s'agit de trouver pourrait se déduire de l'équa- 
tion (ô) par une transformation de coordonnées, mais il est bien plus 
simple d'y airiver directement. 

Soient r la distance à l'axe O; d'un point quelconque m du solide 
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dont l'ordonnée est 5 ; ^ la longitude ou Tangie formé par le plan méri- 
dien mOs avec le plan zOx. 

Un élément de volume peut être considéré connue étant déterminé 
par trois couples de surfaces orthogonales, savoir : i® deux cylindres 
circulaires ayant Oz pour axe et r, r 4- dr pour rayons; 2** deux plans 
méridiens qui forment avec le plan zOx les angles «]^ et vj/ -h rf^ ; 
3® deux plans parallèles au plan xOy, et dont les ordonnées sont z et 
z -f- dz. 

La quantité de chaleur qui entre pendant Tinstant dl dans l'élément 
de volume par la face située sur la surface du cylindre de rayon r est 

— oidtrd^dz-j-y 
et celle qui sort par la face opposée 

d*oii, pour la différence, 

(a) ccdtdrd^dz{r'g,^-''-^y . 

I^ chaleur qui entre par la face située dans le plan méridien dont la 
longitude est ^ est 

-a (itdraz — ., » 
et celle qui en sort par la face opposée 

va I 

d'où, pour la différence, 

<//• (Iz H^l (t^ V 



// Oidl 



r d^^ 



Enfin, par les faces correspondant aux ordonnées z^z-^-dz^iX entre 

10 
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et sort respectivement les quantités de cbaleur 
xiît r rtrj> ar —,- > 



'Adird<^dr(^^ 4- '-^dz). 



tlonl la difféi'ejice est 



xdtrd\(lrdz'- 



\a quJiulité lie rlialeur retenue par lï-lément ou la somme des ex- 
pressions (a), (i), (c) a servi à élever de -ji^^ **' t<'i»pL* rature ou à 

rfV 
produire l'effet calorifique ^ r d]i dz dr -7- dt . 

En établissant l'égalité et se reportant à lu eomcnlion { '1 ). o" 



('0 



r/-V I d'\ _ r d\ 



Eu supposant dans cette équation -j- ^ o, on obtiendra celle qui se 
rapporte au mouvement uniforme. 

7. Équation du mouvement de la chaleur en coordonnées sphériques. 
— Soient 

rla distance d'un point m quelconque du corps « rorigiiie O; 

6 sa rolatitude ou l'angle mO:; 

<^ sa longitude ou l'angle formé par le plan mOs avec le plan =0.i'. 

Nous déterminerons vn élément de volume par les intersections de : 
i^deux sphèresayantO pourcentre. et r, r-f- rfr pour rayons; 2° deux 
cônes de révolution autour de Os, dont les demi-ouvertures sont 
5, $■+ rfS; 3" deux plans méridiens dont les longitudes sont i|i , ifi 4- rft|i . 

I*s quantités de chaleur qui entrent et sortent respectivement par 
Irs éléments de surfaces sphériques de rayons r et /■ -i- dr sont res|)cc- 
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tivement 

- adtrsmOd^rdOjy - - adtsind dt^dO (r"^ - V/ ), 
— adt sin G d^^ dd (r ~- — Vr }- r —^ drj , 
d'où, pour la différence, 
{a) adtd]^d$drsii\Or'^~' 

Les éléments situés sur les surfaces coniques déterminées par les 
angles 6,6 -h dO donnent de même 

-- adtrs\n6 d^dr-^-rr — — adtd^drfi\n6 ^ -i 
- cf,dld^dr(s'mO^ -4- f^sm6'~d6y 
d'où, pour la différence, 
[h) adld^drdd^^smd^' 

Enfin les faces situées dans le méridien dont les longitudes sont 
(|^, i|^ 4- d^, donnent 

, ,. , d\ d^ dr dV 

- a dtrd6dr — . ^ ^. = — a 



"".. » 



smO \a«^ dY J 

d'où, pour la différence, 

j d^dr j, d*\ 

I^ somme d«s expressions (a), {h), (r) devant être égale à 
il vient 



F 
F 



<)2 THKOnrK ATÏAI.TTIQDF DR LA CFAT.EÏJR. 

Si nous posons fi — cosô, cette équation se met sons la forme sui- 
vante : 



i^) 



'l'rV 



,/-;'' /^°) 



rfV 






' rfV 



Tellt? rsl rcqtiatioii(|iii a servi de point de départ à T^place dans ses 
recherches sur la clialeur centrale du globe, et ilonl Poisson a fait 
usage plus fard dans sa Théorie de la chaleur. 

Dans le cas oi'i le mouvement de la chaleur est uniforme, ou a sim- 
plement 



,//V 



rf'V 



§ II. — Mnm-ement de la chaleur dans un solide dont les dimensions sont 
1res petites cl dans un solide indéfini dans lequel la direction du mou- 
vement de la clialeur est constante. 

8. Équation du mom'ement de la chaleur dans le solide. — Nous sup- 
poserons que le solide est hiiiité par une surface canal, que la section 
génératrice w du volume est assez petite pour que, dans son étendue, 
la tempéra tui-e puisse être considérée comme constante, enfin que la 
section q et son périmètre 7 ont un centre de gravité commun. Nous 
désignerons sous le nom de directrice le lieu des centres de gravité, 
qui, avec w. définit la forme du solide. 

Les théorèmes de Guldîn, généralises par Sturm, seront implicitement 
invoqués dans ce qui suit. 

Soit a; la longueur dun arc quelconque de la directrice mesurée à 
partir d'une origine déterminée Ao- 

La différence enire les quantités de chaleur reçue et rejetée par les 
deux sections normales correspondant a x et le + dx csl 



rf'V 



— cf'^ dl -,- ->' ft'j dt{-7- -\- 
II.' \ il.i 



et représente la quantité de chaleur qi 
limie « dx. 



) = am-j-^^dxdt, 
i reste dans l'élément de vo- 




^^^^^H_ L'autre a pour effet d'augmenter de - - dl In température du vo- 

^^^^^H lume u t/r, et a. par suite, pour expression 

P 

H SIC 
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I,e milieu ambiante» absorbe la partie , > n 



^i> dx dt. 
Si l'on pose 



1 



et si l'on exprime que l'expression (a) est égaleà la somme des expres- 
sions [b) et [c], on trouve, en se rappelant la signlfioatioit de R', 



Ou reconnaîtra farilement que cetle équation s'applique a un prisme 
ou cylindre d'une section quelconque, sans restriction relativement 
aux positions respectives des centres de gravité de la section et de son 
périmètre. 

9. Mouvement uniforme de la chaleur. — Supposons que la section 
correspondant à l'origine An de x soit maintenue à nue température 
constante V,,, sous l'action d'une source de cbaleiir ayant cette tempé- 
rature ; qu'une autre section •ù^ en un point A , dont lu position est dé- 
finie par X ■= Xf soit maintenue à une température constante V, sous 
l'action d'une seconde source de chaleur, et ainsi de suite. Au bout 
d'un temps plus ou moins long, les températures deviendront sensi- 
blement stationnaires, et nous pourrons supposer —. = o, L'équa- 
tion (i) se réduit alors à la suivante, 

, \ rf»V V 
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qui a pour intégralr 

(3) V^Mc"-^Ne ". 

en désignant par M et N deux constantes arbitraires. 

L'équation (3) fera connaître la température dans inie section située 
entre A„ et A,, correspondant à x, en déterminant les constantes au 
moyen des conditions 

V„ -^ M + N. V, ---r Me^ + Ne " . 

Entre A, et A,, on peut supposer que x a pour origine le premier de 
ces points, et nous aurons de même 

V, ^-- M -+- N, Vj -^ Mi" + Ne " . 
et ainsi de suite. 

Supposons, en particidier, que te solide ne soit soumis qu'à l'action 
de la source de la chaleur à la température V,, disposée à l'une de ses 
extrémités, et que l'autre extrémité rayonne dans le milieu ambinnt. 
Désignons par / la longueur totale de \n directrice. Nous aurons 
d'abord 



puis ta rendit 



V„ - M -t- N. 



T- H — li poHrn = /. 

d'où l'on tire, en se reportant à l'équation (3), 

Des équations [e] et (/) on déduit 
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On voit que, si la longueur / est très gramie. on a sensiblement 

M - o, N -- \ „ 



I 



formule dont les conséquences sont trop connues pour que nous pen- 
sions cU'voir nous y arrêter. 

10. Mouvement varié de ta chaleur dans le solide lorsque sa directrice 
est fermée dans les deu-v sens ou quelle est infinie. — Nous faisons cette 
restriction que* la diicclrice t'st fermée ou infinie pour ne pas avoir 
égard aux conditions relatives aux extrémités, qui compliqueraient 
considérablement la solution du problème que nous avons à résoudre. 

Supposons que le solide, après avoir été échauffé d'une manière iné- 
gale dans ses différentes parties, soit ensuite placé dans un milieu à la 
température zéro, et proposons-nous de déterminer la loi suivant la- 
quelle décroit la température à mesure que le temps augmente. 

En égalant à zéro le second membre de l'équatiou (_i), un a 



d'où, en désignant par L une constante arbitrait' 



Si nous considérons maintenant U comme une fonction de œ et de /, 
et si nous substituons cette expression dSns l'équation précitée, 
nous trouvons 



0) 



Désignons par/» un nombre quelconque, par a. une constante arbi- 
traire, par T une fonction de / seul, et posons 

L - ï co^p\x — a). 
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En substituant cette expression dans l'équation {5). on trouve 

d'où, en appelant A une constante arbitraire, 

T^Ae"''"'. 

L'équation (j) sera ainsi satislaite par 

(G) L" . . .U'^'i"' cosp[x — a). 

Suppoiioiis nianilciiant que, A et et conservant les nitmes valeurs, on 
fasse croître p de quantités infiniment petites égales à (^j l'équation (5) 
sera encore satisfaite par 

Ae~^'''''cosp{x — x) dp. 

La somme de toutes les expressions semblables entre deux limites 
quelconques de p vérifiera encore cette équation ; mais nous prendrons 
ici pour limites — os et oo ; nous aurons ainsi la solution 

(7} V-AJ e-^'P''cosp[a: - ajdp, 

qui est plus générale que la solution (0). Cette expression peut se 
mettre sous la furme suivante 



(8) 






U = 


*~^-C'- 


(•) Avant de m. 


mirer 


cor 


.itj.ent 


on arrive à celle inlêgrale, coosidérous d'atiord 


la suivante : 






iV 


/'<■ ■"■''/>, 


ilana laijuelle 7 dé 


signe ( 


jue 


c 011 s la 
l' 


iiiLc. Il i'ïL<^\Id>.iilijut: l'un il 


SoilA un., cous 


lanle i 


irbi 


itrairf, 


-jp _ /,:, : élanl une variable au\iiiaiie suh- 
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Supposons que Ton fasse varier a d'une manière continue, et po- 
sons 

A — /(a)e/a, 

en désignant par/une fonction arbitraire. Informulé (8) devient 

U = '^e **^*' du. 

La somme de tous les termes semblables compris entre les limites 
stituée à/>; il vient 

Multiplions cette équation par a6~T'^'' et intégrons ensuite par rapport a ky 
entre les limites A'= o, X: = oo ; nous aurons 



P r e-i'^' dk z= l r r e-^'^^^^-'^dzdk^ 



ou 



d^où 






et 



P=V^, 

2 Y 



Revenons maintenant à Téquation (7) et posons 

^ étant une variable auxiliaire substituée à x. Il vient, abstraction faite du fac- 
teur A, 

d'où 

— = --J e-1'P' smipyd(-^py, 

ou. en intégrant par parties, 

II 
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a = x> et a — oo sera encore une solution de l'équation (5), d'où 



_ /"/(«) -^^ 



<o) .-X7^ 



^. 



On peut mettre cette expression sous une autre forme, en posant 



""-;; = -p, 



P étant une variable que Ton substitue à a. Il vient alors 

(lo) U-.2K rV(^-^2Kv///3)c-P.rfj3. 

En portant cette valeur dans l'équation (4), après y avoir rem- 
placé p par a, on trouve 



(il) \^.2Yie"^'f f{x^2K^t(x)e^'du. 

Soit F{x)\r fonction donnée de x qui représente la loi de la répar- 
tition de la température initiale, ou la valeur de V pour / = o. On a 

F{x)= iY.f[x)r e^'doL=2Y^f[x)yfk, 



on déduit de là, en appelant Uo la valeur U correspondant à / -= o, 






Or 



Donc, 



e 

ï 



En substituant à y et y leurs valeurs en fonction de ^ et de Kt, on retombe sur 
la formule (8) du texte. 
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/(*) = 



et l'équation [ii) devient 



.Kv':: 



(12) 



~--^^J_j(^^'^^\''i^)^- 



"rf« 



Telle est la solution complète du ])rablème. 

Dans le cas où tous les points du solide se seraient trouvés prioiiti- 
vement à la même température V^, on aurait 



par suite, 



F(a;) = V„; 



V -= Va 



11. Mouvement de la chaleur dans un solide indéfini en tous sens, 
lorsque la direction de ce mouvement est constante. — Considérons dans 
le solide des plans parallèles iiilîniment rapprochés les uns des auti-es, 
et supposons que la température initiale soit uniforme dans chaque 
plan, tout en pouvant varier d'un plan à un autre. Il est évident que, 
au bout d'un temps quelconque, la température restera encore uniforme 
dans chaque plan. On est ainsi ramené à considérer une droite indé- 
finie AoX normale auxplans,et dont la température initiale serait repré- 
sentée par F(j7); comme il n'y a pas d'échange de chaleur latérale, on 
devra supposer A = o ou a' = so , en se reportant à la valeur (a) du 
n"8. 

En faisant cette supposition dans l'équation (la) du numéro précé- 
dent, on a, pour exprimer que la loi du mouvement varie dans le 
solide. 



iifj^ 



x-k- aK.y7a)e^'' du.. 



(') Celle formule est 'duc à Lapluce. 
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§ III. — Mouvement varié de la chaleur dans une sphère. 

12. Considérons une sphère homogène, dont le rayon est d^ dans 
laquelle, à une certaine époque prise pour origine du temps, les 
couches sphériques élémentaires qui la constituent avaient chacune une 
température constante, mais pouvant varier de Tune à l'autre couche, 
le solide ayant été placé dans un milieu à o^. Au bout d'un temps 
quelconque, la température sera encore constante dans toute l'étendue 
d'une couche. 

En nous reportant à l'équation (12) du n^ 7 et supposant nulles les 
dérivées partielles relatives à |jl et i|;, on a 

( \ ^VV _ _^ ^ 

^'^ dr^ '^ YJ dt' 

En posant 
(2) rV=U, 

celte dernière équation se réduit à la suivante, 

^^> dr* ~ K* dt' 

La condition relative à la surface est (n° 4) 

/ / \ rfV V 

(4) rfF"^« = ° P°^ ^ = ^' 

En remarquant que Y, par suite, U doit décroître indéfinitiient quand 
t augmente, on est conduit à poser 

en désignant par m un nombre quelconque et par u une fonction de r. 
Si l'on substitue cette expression dans l'équation (3), on trouve 

d*u m* 
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d'où, en désignant par A et B deux constantes arbitraires, 



a = A sin/n - 4- B cos/n - • 

a a 



Mais on doit avoir B = o, car autrement -> par suite — = V seraient 
infinis pour r= o. Nous poserons donc simplement 



M — Asni/n-- 

a 



Les équations (3) et (2) sont donc respectivement satisfaites par 



et 



K* 

U = Ae " smw-» 

a 






(5) V = A^^ sinw' 

En 'portant cette dernière expression dans la condition (4)> on 
trouve 

(6) tangm= -^^. 

I 

n 

Cette équation en m a une infinité de racines égales et de signes 
contraires ; mais, en changeante en — m, A en — A dans l'équation (6), 
on obtiendrait le même résultat. Il nous su£Bit donc de considérer les 
racines positives m^yin^y ... censées rangées par ordre de grandeurs à 
partir de la plus petite. 

En désignant par A^ la constante arbitraire qui correspond à la ra- 
cine m,, nous satisferons en même temps à l'équation (i) et la con- 
dition (4)» en posant 



(7) V=i^A,r"-'-s.nm,^. 



-"'.•;7:- • r 



Soit F(r) la fonction donnée qui représente la température initiale 
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de la couche élémentaire de ravon r ou la valeur de Y pour / = o ; nous 
aurons, pour déterminer les coefficients A/, l'équation 

(8) Y'j)-- f.^A,si.im,:. 

Si nous posons 

9(r) = rF(r), 

cette équation revient à la suivante 

(9) 9(r):^^A,.sinm,-^. 

Soit my un terme quelconque de la série des m^ ; multipliant l*équa- 
tion (9) par sin/n^ - rfr, et intégrant entre les limites r = o, r = a, on 



trouve 



, rt --— ^ n 



I 9(r) sinmy -dr ^y X^ j sinm^ - sinmj - dr 



= a\ , — i-^-rC'w.sin/n.cosm. - w.sinm.cosm,). . 
Or, de l'équation (G) on déduit 

ta n^ 771/ tang/7iy 

y 

nii nij 

d'où 

nij sinm^ cosmj - m^ sinm^ cosm, = o. 

Il suit de là que, si y diffère de i, le coefficient de A/ sera nul, et que 
le seul coefficient qui peut avoir une valeur déterminée doit corres- 
pondre kj=i; dans ce cas on a 

d'où, en remplaçant y(r) parrF(r), 



/ rF(/-)sin/W/- 
al ^ a_ 

'"■ al I . 

/ I sin 2 A 



ft 

-dr 

(10) A,= £ ; \ 
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L'équation (7) donne ainsi, pour la solution complète du problème, 

r /•" r 

I sin2/n/ 

Au bout d*un temps suffisamment grand, cette série se réduira sen- 
siblement à son premier terme, qui correspond à la plus petite m, des 
valeurs des w,. 

13. Hypothèse d'une température initiale uniforme dans V intérieur de 
la sphère. — Supposons que la sphère, avant d'être exposée au refroi- 
dissement, ait été placée assez longtemps dans un milieu dont la tem- 
pérature Vo est constante pour que tous ses éléments aient pris très 
sensiblement cette température ; nous aurons 

F(r) = Vo, 

et l'équation (11) donne, en effectuant l'intégration, 

r 

mi a -'w;-,' 



® ^ mi coséc m/ — cos m/ r 



mi — 
a 



Si l'on remarque que l'équation (6) donne 



a 

mi cot/n. ^=r~ ï } 

' ' n 



l'expression précédente se met soiis cette forme plus simple. 



(•2) V=2^V.^ 



-mj-r/» sm/n/- 

e " a 



m/coséc/w/ — cosnif r 

ttii — 
a 



Nous allons maintenant étudier deux cas extrêmes, en désignant do- 
rénavant par Vf la partie de V qui correspond à m,. 
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I® Le rayon de la sphère est très petit, — Supposons que le rapport 

soit assez petit pour que l'on puisse négliger ses puissances supérieures 
à la première. L'équation (6) devient 

(6') tangm = /n( ï -h - jj 

et l'on voit que sa première racine m, est de Tordre de - • Si donc on 
remarque que l'on a, aux termes du cinquième ordre près, 



tangm/= /w, ( i -h ^Y 



l'équation (6') donne 



a 3a 
* n 



Nous avons donc aussi, pour le dénominateur du terme de la série ( i n) 
qui correspond à V, , 



m, a • aa 

— cos/w,= ;j/n, = — : 



de plus, 



sinm. ' 6 > n 



r 

r 6 rt* 2 an 

m* — 
a 



On a donc 



(i3) V, = Vo(i- —\e -'. 

Les racines m, à partir de /w, deviennent de plus en plus grandes, 
et l'équation (6') donne notamment, en négligeant - devant l'unité, 

V V 
I^s rapports ^% ~> ••• diminuent donc très rapidement quand t 
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croit, et deviendront négligeables au bout d'un certain temps; la 
valeur (i3) de V, pourra alors être considérée comme représentant la 
température V. 

2° Le rayon de la sphère est très grand. — Supposons que le rayon a 

soit assez grand pour que l'unité soit négligeable devant le rapport - • 

L'équation (6) se réduit alors à la suivante 



(6") tang/w-- -m-. 

Si l'on néglige les puissances de - des ordres supérieurs au premier, 
celter équation donne, 

En partant de là, on formera facilement les expressions de V,, 

V V 

Vo, ...; mais, comme les rapports y^ \^ '" décroissent rapidement 

quand / augmente, V se réduira bientôt à son premier terme, ou 

sensiblement du moins, c'est-à-dire à 

« 

. r.r 
Kt sin — 

t: — 
a 



§ IV. - Mouvement varié de la chaleur dans un cylindre circulaire 

indéfini. 

14. Nous supposerons que la température initiale est constante dans 
chacuiie des couches cylindriques élémentaires qui constituent le 
solide, quoique cette température puisse varier d'une couche à une 
autre. Dans ces conditions il est clair que, à un instant quelconque, 
la température sera également uniforme dans chacune des couches. 
Nous désignerons par a le rayon du cylindre. 

12 
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En supposant que V soit indépendant de 5 et de ^j^, Téquation (11) 
du n® 6 devient 

(0 



dr^ r dr k* dt 



et Ton a, pour la condition relative à la surface, 
(2) "/• "^ — "^ pour r--a, 



Posons 



' ^— /w/ 



(3) y .:- Ue 

U étant une fonction de r seulement, et m un nombre quelconque, 
essentiellement positif attendu que la température diminue quand le 
temps augmente. En substituant cette expression dans l'équation (i), 
on obtient, pour déterminer U, l'équation différentielle 

en posant 

m 40 

« 

ce qui donne a la valeur (3) la forme 



4K* 



(3') V=Uc 

L'équation ( 'i ) est satisfaite par la série ( ' ) 



(*) Posons, en effet, /rr- --- , Féquation (4) devient 

{ft) -^- -t 7- 4- U - o. 

dz^ z dz 

Soit 
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La valeur (5), multipliée par une constante arbitraire, ne représente 
que Tune des deux intégrales particulières dont la somme doit donner 
la solution complète de Téquation (/|). Mais la première de ces deux 
intégrales est la seule que nous ayons à considérer dans la question 
que nous avons à résoudre, parce que la seconde, devenant infinie pour 
r=: o, est inadmissible (*). 

13. Les valeurs que Ton doit attribuer à ô ne sont pas arbitraires, car 



une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de -s à partir de j ■=: o. En 
substituant celte série dans (a) et égalant à zéro le coefficient de -3-^"', on trouve 



A/_3 



Il faut donc que la série commence par .Vq, que les nombres y soient pairs. 
Soient /=: î?/. On a 



cl de même 



d'où 



et enfin 






A — — ^, 



U A„ i^ 



%^M] 



En prenant Ao'-i, et remplaçant z par a-y^, on obtient la formule (5) du 

texte. 

(*) Pour déterminer celte seconde intégrale, posons 

(h) U — wU,, 

U| représentant la solution (5) et // une fonction de r. 

En substituant Texpression {b) dans Téquation (4), on trouve 



d^u / 2 d\Sx i\du 

W '^[V] ~dr '^' ?)dr "^' 
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-^'•| 



elles doivent être choisies de manière que \Je "' , ou simplement U, 
satisfasse à la condition (2). En remplaçant, dans cette condition, V par 
l'expression (5), on trouve 

^ ' rt ^ 1 . 2* . . . I* // [ ^ 1 . 2* ... I* J 

1 1 

Si nous posons 

(7) • ^Î7:^ri^^'=/(^)' 

1 

cette équation prend la forme suivante 

(8) ^/{0)-^9/'{6) = o. 

De réquation (7), ou de 

s 

d^où successivement, en désignant par B et A deux constantes arbitraires, 

du _ B 
dr '" L}r' 

dr 



w — A H- B 



r dr 
J tJî/ 



d'oii, pour l'intégi'ale générale de l'équation précitée, 



U-^-AU.+ BU, 



r dr 



Tous les éléments de l'intégrale du second membre de cette équation sont po- 
sitifs, et comme le premier, correspondant à rr=o, est infini, il s^ensult que 
cette intégrale elle-même est infinie, de sorte que, dans le problème que nous 
avons à résoudre, il faut supposer B = o. 

Comme nous le ferons voir en temps voulu. 
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on tire 



et 



S 



on, en remplaçant i — i par i, 



/'(6)+e/"(e) = -i-£^,<=il^(;'. 



et enfin 



^ ^ ^ ^ /•_ 



(9) ^â^-^à-^/=^' 

Telle est l'équation différentielle à laquelle satisfait la fonction /. 
On en déduit successivement 

- ri^f id^f df __ 

^ r/0^ "^ t/o« "^ d(ï — ^' 

^ d^ Zdy d\f _ 
^ d^^ "^ diP "^ ^/O* ~ ^' 



et, en général, 






Il suit de là que, si une valeur de Q annule une dérivée quelconque 
de/(5), les dérivées adjacentes prennent des signes contraires pour 
cette valeur, d'où résulte que les racines en nombre infini de l'équa- 
tion 

y(ô)-o 

sont toutes réelles. Elles sont de plus positives, car, d'après la forme 
même de la fonction/(6) définie par la formule ( 7), tous les termes qui 
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composent/(— 0) sont de ni('me signe, et par conséquent cette der- 
nière fonction ne peut pas s'annuler pour une vnleiir positive de 6 ( ' ). 

On conclut de là que l'équation (8) a toutes ses racines réelles et 
positives. 

Soient maintenant 
$,, 5j 0^ les racines de l'équation (S) censées rangées par ordre 

de grandeur à partir de la plus petite; 
Uv, Vv les valeurs de U, V correspondant à 6 = 6„ la première étant 

donnée p^r l'équation {&) ; 
Av une constante arbitraire. 

(') On fait ici l'applicalion d'un tlit-orémc ijue Foiirier considère comme aiant 
été démonlré depuis longtemps, mais il ne l'a pas mentionné dans son Analyse 
des équatinnx algébriques^ publiée après sa mort, en i83o, par les soins de Navier, • 
et je n'en aï trouvé de trace nulle part. Il est Tacile, d'ailleurs, de combler celle 
lacune ainsi qu'il suit. 

Soient X une fonction entière du degré m, \,, X,, . . . , X^ ses dérivées succes- 
sives. Supposons (jue la fonction X jouisse de cette propriété que si une valeur 
réelle de x annule l'une quelconque Xj de ses dérivées, celle valeur rende X^^, 
et X^4., de signes contraires; l'équation X — o a toutes ses racines réelles. 

La méthode adoptée par Slurm dans la démonstration de son théorème s'ap- 
plique évidemment ici, en substituant, â la suite de ses fonctions, la suivante 
X,X„X,. ...,X„. 

Or, la suiie des premiers termes de ces dernières fonctions ne présentant que 
des permanences, il s'ensuit que toutes les racines de X — o sont réelles. Le 
théorème a lieu quel que soit m, et par conséquent quand m est infini. 

11 est évident, d'après ce qui précède, que X/^-. o a toutes ses racines réelles. 

On sait que, entre deu\ racines réelles consécutives de X — o, il j en a au 
moins une de X, ^ o, et il est évident que dans le cas considéré il ne peut y en 
avoir qu'une seule. Si donc toutes les racines de X = o sont de même signe, 
celles de X, = o porteront ce signe. 

En désignant par A une constante, considérons l'équation 
(a) AX HxX,= o. 

Soient a-' , x" deux racines consécutives de Xj:= o. Pour x-=^ x' k\. x ■= sf , X 
changera de signe, et il en sera par suite de même du premier membre de l'équa- 
tion (a). D'où il suit que cette équation aura une racine, mais unique, comprise 
entre j-' et x', et que, par suite, toutes ses racines sont réelles. On voit aussi que 
si tes racines de X — o sont toutes positives ou négatives, il en sera de même de 
celles de l'équation (n). 



\ 
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Nous avons, comme solution particulière du problème au point où 
il est arrivé, 

(lo) .V,.--..AvUvC "• , 

et, comme solution plus générale, 

(u) V^yAvU^e"^*"'. 

1 

16. Si F(r) représente la température initiale de la couche élémen- 
taire de rayon r ou la valeur de V pour / -- o, on aura, pour déter- 
miner les Av, l'équation 

V •-• « 

(12) F(r)-yA,U,. 



v= 1 



En désignant par g une fonction de r, on déduit de là 

(i3) rF{r)adr-:::y \, f\J,adr. 

Supposons que la fonction g soit choisie de telle manière que toutes 
les intégrales du second membre de l'équation (i3) soient nulles, à 
l'exception de celle qui se rapporte à Uy, il nous restera une égalité 
qui nous permettra de déterminer A^ Le tout se réduit donc à trouver 
la forme de la fonction g. 

De l'équation (4), mise sous la forme 

^ * ) a* ^^ " r//« '^ r dr ' 

on déduit 

Mais, en intégrant par parties, on trouve 

J r dr r J dr\rj 
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l'équation précédente devient ainsi 



d'où 



fMl^ - m - %■>= (-.r -"4; - ".7): 



Si (7 satisfait à l'équation 






la précédente se réduit à 

Or, en posant 

(7 — fr, 

l'équation (i4) se réduit à la suivante 

d^s I ds 48„5 

On voit donc, en se reportant à l'équation (:V), que l'on peut 
prendre 

et, par suite» 

(16) ç--r\J^. 

Si l'on remarque, d'après la valeur (5), que-^. est nul avec r, l'é- 
quation (i5) se réduit à la suivante 

(.7) J^ u,arfr = -^--^(U,^--U,^-^j. 
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Mais, (Kaprès l'équation (2), on a, pour r =^ a, 

L'v (ir l jx cir 

d'où il suit que cette intégrale est nulle lorsque /x est diffèrent de v; 
mais, lorsqu'il y a égalité, la valeur de Tintégrale est celle de la dérivée 
du second membre de Téquation (17) par rapport à 0^,, dans laquelle 
on a fait ensuite r=^a, 6y, = û^. Si Fou remarque, d'après Téquation (:");, 
que U est de la forme 

(18) u = ?(5'^)' 

on reconnaît sans peine que la valeur cherchée est 

en représentant (p[û^) simplement par ç; mais les équations (2) et ( ij 
donnent, en remplaçant U par l'expression (18), 



a 



(îvî>"H-9'+ y — o. 

En éliminant dans la formule (19) 9' et ç>" au moyen de ces équations, 
on trouve 



;2o; 



p."'-f(^.+'y- 



En nous reportant a l'équation (1^1), on voit que l'on a 



A.= - 






^^ ~ ^/ / a' 






['^-^^J'-' 



en représentant par Uv^ la valeur de IJv pour j? ^ a, c'est-à-dire f [0^] 
liC problème se trouve ainsi résolu. 

i3 
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Si le temps écoulé est suffisamment grand, la série (ii) se réduira 
très sensiblement à son premier lenne, qui correspond à la plus petite 
valeur 5, des d^. 



§ V. — MouK'ement uniforme de la chaleur dans un prisme carré 

indéfini dans un sens. 

17. Soient 

C) le centre de la base du prisme; 

Oz Taxe de figure; 

Oj?, Oy les parallèles en O aux cotés de la base; 

2a la longueur de ces cotés. 

. Nous supposerons que la base du prisme est maintenue à une tem- 
pérature constante que, pour plus de simplicité, nous prendrons égale 
• à l'unité, et que la température intérieure est devenue stationnaire. 
Nous avons à considérer Téquation aux différentielles partielles 

, , (P\ (P\ d*\ 

avec les conditions 

, ^ , rfV V _^ ■ 

(2) ±^ + - = o pour x=±a, 

( 2 ) d: -T-7 H — = o pour y =± a. 

En raison de la symétrie, la fonction V doit conserver la même 
valeur quand on change les signes de x et j, et, de plus, elle doit 
devenir nulle pour z = co . . 

En désignant par/?, y, r des nombres positifs quelconques, et par A 
une constante arbitraire, on satisfera à ces conditions en posant 

y = Ac"'** cospx cosqy. 
En substituant cette expression dans l'équation (i), on trouve 
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([u'elle la vérifie, à la condition que 



r — v/>* H- q^ 



Nous avons ainsi jusciu'à présent 



i ; V = A ^- V/'-»-'/' cos px cos qy. 

Si Ton exprime que cette fonction satisfait aux conditions (:<«) et (u), 
on trouve pour résultats 



a 

— » 



V) 



( yatangya = ^ 



Ces deux équations, en pa et qa, rentrent Tune dans l'autre et ont 
une infinité de racines positives. 

Supposons que ces racines soient rangées par ordre de grandeur en 
commençant par la plus petite; soient w,, m^, ... les quotients de ces 
racines par a, ou les valeurs qu'il convient d'attribuer k p qX k q\ A,, 
\j deux constantes arbitraires caractérisées par leurs indices. 

L'expression 

V = A/ AyC""*^'" '"*■'"/ cos/W/.r cos/ziyV 

satisfera à Téqnation (i) et aux conditions (2); mais on aura une solu- 
tion plus générale en faisant la somme des expressions semblables ol>- 
tenues en donnant à i et y toutes les valeurs entières possibles depuis 
l'unité jusqu'à Tinfini. 
Nous prendons donc 



( V= } A, c~*^"'î"^"'î cos/7î|.r -h A^ie""^"*'"^'"? cosm^x ... ! A, cos//*, v, 

'^ ^* ■ \ 4- I AsC-^^^'^î-^'"» cosrriyX -1- \ ^e-^ "''*^'*'^ cosm^x . . . j Aj cosm^y, 

f -+- 



Mais on doit avoir V = 1 pour :; — o, quelles que soient les valeurs 
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(le ,r el )' vuivv - a el a, ou 

I T.. ( A^ cosm^x 4- AaCos/WaJT 4- A3 cosm^x -f- . . .) 
X ( A| cos w, r -f- A2 cos/7î2^^ -h . . . ). 

Il est évident que cette coiuliiion sera satisfaite si Ton détermine les 
coeffirients A/ de manière que Ton ait, quel que soit x entre o et a, 

((il A,cos/7î,.r 4- A. 2 cosm^x 4- . . . = r. 

Multiplions cette équation par cosmjxdx, et intégrons (»ntre les 
limites o et a. Le coefficient de A/, ou 



I cosm;X cosm^x dx = ^—^ ^- ^— , 

sera nul si y est différent de i; c'est ce qui résulte de Tune ou Tautre 
des équations ( \) qui donnent 

/W/ tang/n^a = mj tang/7t^a, 
d'où 

W/sin/W/acos/w^a — /WyCos/W/asin/wya = o. 

Si nous snpposonsy = i\ il ne restera dans l'équation (G), multipliée 
par cosm^^x et intégrée entre x =: o et x = a, que le terme en A,, dcmt 
le coefficient sera 



r" o j I / sin9/7i/rt \ 

/ cos^/w,.r rfa- = - a H 



et l'on obtiendra de cette manière 



/ '■■ 






2am|4- sin2/?i;« 



Le problème est ainsi complètement résolu. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que la formule (i 
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conduit, d*après notre analyse, à la relation suivante 

I -, sin/;//flr cos///|.r 

7=2 -. = O, 

.4 '2 a m / a -+- s I II '.î m , a 

qui a lieu pour toutes valeurs de x comprises entre o et a, et par suite 
entre o et ■— a. 

18. Nous allons maintenant étudier deux cas particuliers, 
i" L'épaisseur du prisme est très petite. — En posant u ■= pa ou qa, 
les équations (4) se réduisent à la suivante 

(8) MtangM = ^. 

Si la fraction - est très pelite, celte équation aura une racine //, 
également très petite, dont la valeur approximative est 



«•=v/^ 



Les autres racines s'obtiendront par approximation en supposant 
a = o dans Téquation (8), et seront 

1/^ = TT, «3=271, w^ = 3;r, ..., 
de sorte que nous aurons 



, =i/— , 771^=- 
^ \ an ^ a 



ITZ St: 



/w,=i/ — > 771.^=-» in^-=- — > 111.-= — » — 

^ a ^ a 

Il résulte de là que m^ est beaucoup plus grand que 77I2, 7713, . . ., de 
sorte que Ton peut se borner à considérer le premier terme de la 

série (6), c'est-à-dire celui qui dépend de e"*^^"*'. 
Son coefficient 

4 sin//i 



A.= 



9. Wj H- SI II 2 //i 



en raison de la petitesse de W|, est sensiblement égal à l'unité, de sorte 
que l'on a sensiblement 

V = C~ = V^^ITT COS k/-X COS i / - V. 

y n \ n^ 
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2® L'épaisseur du prisme est très grande. — Si le rapport - est très 
<;rand, Téquation (8) donne, à très peu près, 

ir 3 Sir 

OU 

T 3 t: 5 t: 
/Wi = > 771., = ) /W, == > • • • • 

'2a '2a * 2a 

La valeur de V, qui résulte de ces données, offre trop peu d'intérêt 
pour que nous croyions devoir Técrire. 

§ A I. — Mouvement varié de la chaleur dans un cube. 

19. Considérons un cube dont la température intérieure est uni- 
forme et que Ton introduit ensuite dans un milieu dont la température 
est zéro. Proposons-nous de déterminer la loi de la décroissance de 
la température aux différents points du solide en fonction du temps 
écoulé. 

Soient 

2a le coté du cube; 
O son centre; 

Oj?, Oy, Oz les parallèles menées par ce point aux trois couples 
d'arêtes du cube. 

Pour plus de simplicité,* nous supposerons que la température ini- 
tiale est égale à Tunité. 

La loi cherchée se déduira de Téquation aux dérivées partielles 

. ^^V d^\ ff'X _ I fi\ 

'^ ' ^ ^/i» "^ civ' "^ dz^ "" Iv* (h ' 

en y joignant les conditions 

± — -] = pour ,r = ± a, 

2) \ ^ —j — I — = O « y ^ ± a, 

d\ V ^ 

— = o » s = ±: a. 



dz n 
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D'après le raisonnement fait au commencement du paragraphe 
précédent et d'autres considérations développées auparavant, nous 
sommes conduit à supposer qu'une solution particulière de la ques- 
tion est de la forme 

V = Ae~'' cos/?iccosyycosr3, 

A />• ^f r désignant des nond^res, et A une constante*arbitraire. Clelle 
valeur satisfait à l'équation (i), à la condition que Ton ait 

et alors elle devient 

( ^) V = Ae-'^'"''^'-^'^'' cos/>^cosyy cosr^. 

Les conditions (2) se réduisent aux équations suivantes : 

/?atang/?a=^, 
{\) |y«tangya = ^, 

ra tangra = -> 
qui se ramènent à la suivante : 
( )) utdiu^u = -1 

en désignant par u l'un quelconque des produits /la, qa et ra. 

Cette équation, a laquelle nous sommes déjà arrivé au par^^graplie 
précédent, admet luie infinité de racines positives que nous suppose- 
rons rangées par ordre de grandeur à partir de la plus petite; soient 
m,, /7i2, m^ les quotients des racines par a; A,, Ay, A^ trois constantes 
arbitraires. Dans l'état actuel de là question, nous aurons pour solu- 
tion particulière 

U = Ai \ j A/^e''^*^'"'^''*J^"'^^^^ cosm,x cos rrijy cosnif^z 

= AiC'^^"'*^ cosntiX . AjC'^^^'j^ cosmjy. A^e"*^*'"*' cos/n^s. 
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Nous obliendrons une solution plus générale en faisant la somme 
des expressions semblables pour toutes les valeurs entières et positives 
de I, y, k, et nous obtiendrons ainsi 

( y ." [A,e-''''"î'cos/w,^4- k\^e^*"'''-^ cosm..x -^ .. .]. 

(()) j -I- [A,e "^''"'^cosm^j -+- A^e ''''"î^ cos/w. y h- . ..], 

( -h [A,e ''''"''cos/7i,s 4- A.^e"'^''"''cos/7ioS H- ...]. 

Mais pour / = o on doit avoir V = i , quels que soient x, y, z entre 
les limites — a et a. On satisfera à cette condition si, quel que soit x 
entre — a et a, ou simplement o et a, on a 

A,cos/w,a7 H- x^a cosm.,x -f- . . . == i, 

ce qui, d'après le paragraphe précédent, conduit à prendre 



/ --« -^ : > 



A.= 



^sin/Mi-a 



l'équation (6) donnera, par suite, la solution complète du problème. 

20. D'après cette équation, on voit que V est le produit de trois 
fonctions semblables (pii ne dépendent respectivement que de x, y, z 
et du temps. Il est d'ailleurs facile de vérifier qu'un pareil produit 
peut satisfaire à l'équation (i). 

Soient, en effet, X, Y, Z trois fonctions de /, mais qui ne renfer- 
ment respectivement que a;, y, z^ et posons 

V = KYZ. 

En portant cette expression dans l'équation (i), on trouve la sui- 
vante : 

qui sera vérifiée en posant 

n^X _ I fl\ r/nr _ I ^ V d^7u _ 1 d7u 
dju^ ~" k* dt' dv* "~ K» dl ' ds^ "" K* dt ' 
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On satisfera aux conditions relatives à la surface en posant 



(iX V 

-.- -h - () 

cLv n 


pour 


d\ \ 

-y- 4- - — o 

% 


» 


-V- -+- - - o 
ciz n 


» 



X ^Lzr. a^ 



V = zt fï. 



dz -5 1 — o )» :; = zt «, 



et il est facile de reconnaître, en se reportant au n'* 2, que Ton n»- 
tonibe sur la solution (G). 

21. Si le temps écoulé est devenu suffisamment grand, V se réduira 
sensiblement à son premier terme correspondant à i :=j :=^ k -^ 1 , et 
Ton aura par suite 

(7) Y = ^ -. — -cosm,a7cos/w,ycos/;2,5e ^"^ "'*. 

^' (2 ani i -^ sm'.i m la y 

m 

22. La température moyenne, au bout du temps /, a poin* ex- 
pression 



ft y%n r% n 






t — rt t. _rt *' —tt 



expression qu'il est facile de calcider et dont il nous paraît inutile de 
domier la valeur. 

23. Lorsque a est très petit, la plus petite racine de Téquation ( 5) 
est à très peu près égale à i/- j.et Ton a 



I 
m. = — = 



^ na 

L'expression (7) devient, eu égard à la petite valeur de //«, a, 

\ = e '"* cos _=^ cos := cos 



^rïâ ^na ^lïa 



14 
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Au centre d'une face on a 



SK», r- SK« 



V = e "" cosi/^ = e'^ ( ' "" ^ ^ ) ' 

et, en se reportant à la formule (i3) du n*^ 13, on reconnaît que cette 
température est la même que la surface de la sphère inscrite. 

24. Si les dimensions du cube sont 1res grandes, on aura, à très 
peu près. 



TT 3 t: 57: 

•la ' 'la 'la 



et il sera facile de former l'expression de V. 



§ VII. — Mouvement varié de la chaleur dans un solide indéfini 

dans tous les sens, 

25. Nous n'avons ici qu'à déterminer la forme de Tintègrale de l'é- 
quation 

^^f dx^ "^ dy^ "^ dz^ ~ A« dt ' 

qui satisfait à la condition 

V = F(^, V, z ) pour t = o, 

F(x, >% z) élant une fonction donnée qui représente la température au 
point (.r, )% s). 

Soient a, (3, y trois constantes arbitraires. Nous avons vu (n^ 10) que 
l'équation 

d^\ i d\ 



d.v* K« dx 
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esl satisfaite par 






e »"" 



et (n*' 20) que l'équation (i) est satisfaile par le produit de trois fonc- 
tions semblables respectivement en x, y^ z. Nous aurons donc la solu- 
tion particulière 

ir -a.» 'V--?'* (5 — Tl* 






sjt \ft sft 

Siy désigne une fonction arbitraire, nous obtiendrons une autre so- 
lution particulière en multipliant cette expression par/(a,|3, y)docd^dy, 
et enfin une solution plus générale en intégrant, par rapport à a, |3, y, 
entre les limites — xj et oo . On trouve ainsi 



,••» « /» • / ' • 



V= f (h ( dp i dy./{«.p.y)t'''e 



:i |< r -«,«-+-(>• -?!«-♦- (s --Y''l 






En posant 



a — .r ? — >' Y — ^ 



w, t', t^ étant des variables que Ton substitue respectivement à a, /5, 7, 
il vient 



(3) V=8P/ duf dv j rf(^e-'"'^*"*'*^Y(a:^-2aKv^7^2i^KvÂ5-+-2i^K\/), 



-X * — • 



et nous devons avoir 



ou 



F(a;,j,5) = 8R' f\u C dv H d^ve-^'^'^'^^'/ix. y, z), 

•- — « *■' ■ X. *■ . . K 



V[a; j, s ) = 8 Y.'f{x,y, z) f e"'" du f e'" dv le "' dw 

= 8K'7r^/(a;,/,3). 
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Kn portant la valeur de la fonction /déduite de cette équation dans 
la formule (3), on obtient, pour la solution du problème. 



:i /•* /•* /•« 



■\)\=^n' j I f l'U-f-2//Kx7,v-h2Ç'Kx7,c-h2(rKx/)6' '"'^'"^'"' du(hiUv 



*• — X * -X *■■ - ar 
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DEVELOPPEMENTS 



SUR QUELQUES QUESTIONS QUI SE RATTACHENT A LA THÉORIE ANALYTIQUE 

DE LA CHALEUR. 



§ I- 

INTÉGRATION DE l'ÉQUATION DE BESSEL 

/ X d^v m dy 

DANS LAQUELLE m ET H SONT DEUX CONSTANTES. 

26. Cette équation est une généralisation de T équation différentielle 
à laquelle nous sommes arrivé en nous occupant du mouvement de la 
chaleur dans un cylindre circulaire (n** 14) où nous avions /w= i. 

27. Intégration au moyen des séries. — Cherchons à satisfaire à Té- 
quation (i) au moyen d'une suite 

(2) y=lAjxJ 

de termes proportionnels à des puissances de x. Si Ton substitue cette 
expression dans l'équation ci-dessus et que l'on égale à zéro le coeffi- 
cient du terme en a?-'"*, on trouve 

(3 ) Ajj{J -h m — I ) -h n Ay^2 = o. 

Il résulte de là que le problème a généralement deux solutions, 
Tune qui consiste à exprimer Aj au moyen de Ay_2» Ay_4, . . ., ce qui 
exige que les puissances de x soient entières, paires et positives pour 
que Ton puisse s'arrêter à la puissance zéro. T^ seconde solution 
s'obtiendra en opérant en sens inverse. 

i^ Supposons que y soit un nombre entier pair que nous désigne- 
rons par ai, et, pour plus de simplicité, que l'on prenne Ao=i; 
l'équation (3) donne, en y faisant successivement y = 2, y = 4» • •♦ 

ij 
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t 

I ( /;/ -h I ) 

A-lii^. 

' '.i ( //l H- 3 ) 

(■-:■;) A. 



Afl — - 



■^ r' 



3 { m -h 5 ) 



-ï)-^.' 



d'oii 



/(//< H- 2/ — l) 






(- ■{)' 



1.2.3. . ./(/n4- i)(m 4- 3)(m -h 5). . .(/?iH- 2/ — 1) 



Nous aurons ainsi, comme solution particulière de Téquation (1), 
la série paire 

, , X _ ■ V ^ 2/ 

^^ • «^^ ^ 1.2.3. . ./(m -f- i)(m -h 3). . .(/n -h 2/ — 1)' 



1 = 1 



2** Si nous posons 
Téquation (3) donne 

(- -)A^-//.^îi-i 






,„+2/+l — ^•(_„j_^,_^2i) 



et successivement, en supposant t = i, i = 2, . . ., 



A..,,+3-- j(_,^^^3j ' 



(--;)v-„,. 



A_^+3_ 2(— m-h5) 



(— -)a_,„-,h.„ 



A.,„^i^,,— ^.^__^^_^,_^2« 
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d'où, en prenant A mH.,=,, 

(- '{)' 



A — 

"'*— m+l +-2/ — 



1.2.3. . ./(— m -h 3)(— m -h 5). . .(— m -h i -h a/) 



J/équation (i) sera donc encore satisfaite par la série 



I - « / _ 1 ^— m-f-l-4-l/ 



j j .y- i 

^^*^^ ^1.2.3.. ./(— //< H- 3)(— m 4- 5). . .(— //i H- I 4- 2 1) 



Si les deux séries (4) et (5) étaient toujours admissibles, en faisant 
leur somme après les avoir respectivement multipliées par deux con- 
stantes arbitraires, on obtiendrait l'intégrale complète de l'équation (i). 

Mais nous remarquerons : i** que, pour m = i, les deux séries sont 
identiques et ne conduisent ainsi qu'aune intégrale particulière; 2** que 
la première est inadmissible quand m est un nombre négatif impair, 
puisque l'un des dénominateurs deviendrait nul; 3** qu'il en est de 
même de la seconde quand m est un nombre positif pair. Mais, quoi 
qu'il en soit, l'une des séries subsistera toujours, et si on la désigne 
par Y, et que l'on représente par A et B deux constantes arbitraires, l'in- 
tégrale générale de l'équation ( i ) sera 

(G) j-AY + By/'^ ('). 

28. Expression de l'intégrale de l'équation au moyen d'intégrales 
définies, — Soient une variable quelconque et a une constante. 
En développant en série, on obtient 

(7) cos(acos6) = i-h2,l-5-.37r^7-' 



(*) On arrive à ce résultat en posant y = UY, U étant une fonction inconnue 
de x; en substituant, on obtient une équation du second ordre en U que l'on 
peut intégrer. 
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\^« â tr^iilleurs» lorsque m est plus grand que zéro ( * ), 



$ '^* 



/ i\)s'*5sin"'"*5rf$ 

V»i H- i)(m -h 3). . .(m -h 21— 3)(/?i -h a« — i) J- 



Si donc on multiplie l'équation (7) par sin'^'^Odd et que Ton in 
togre entre o et tt, on trouve 

/ cos(acos9)sin"'-'5£/9 



["'-«e^/o 



J ^j I . i . 3 . . . / ( //i H- I ) ( //i -f- 3) . . . ( m -h 2 i — I ) 



(I) En désignant par A,/ cette intégrale définie et intégrant par parties, on re- 
connaît facilement que Ton a 

r^ ./ ,^^sin'"6 21-— I /** . ^^,^ -,. , j- 

A,/r= / cos*'-*6 — / sin'"-^*ecos6*'-*^ 

/ . m m .r 



«^0 *- 



^.'^^—^ I sin'"-»0(i-cos»e)cose«'-«d/0— ^^^(A,/., — A,,), 



d'où 



et de même 



A ^ ^i — i . 

Aj|- — : A)/_2, 

//l 4- 2 / — I 









avec 



A«— r sin'"- 



^e^^. 



En multipliant ces égalités membre à membre, on arrive à la formule (8) du 
texte. 
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En posant ol^=x yjn , il vient 



iï 



/ cos {x \n cosO ) sin'"~* 9 dO 

= / sui^-^ôdOl I -h > 5 r; -r;-^~-û — -^ ■- : • 

.7 L ^ 1 . 2 . 3 . . . / (m -f- 1 ) (m -h o). . . (//j 4- iw — I ) J 



Or le second facteur du second membre de cette formule n'est autre 
chose que la série (4) que nous avons représentée par y, ; en conti- 
nuant à désigner par la même lettre cette fonction multipliée par une 
constante arbitraire, on voit que 



(10) y, = A / cos(a;v^cosô)sin"*~'5 rfô 

sera une intégrale particulière de l'équation (i), à la condition que Ton 
ait /n > o. • 

Si l'on remarque que la série (5) se déduit de la série (4), en changeant 
dans cette dernière — m en m -h 2, et multipliant le résultat par x*~"^, 
on voit que l'on peut poser, en introduisant une constante arbitraire, 

(1 1) V., ^- R^'-"* f cos{x^ncos6) sin"'"^* d6, 

à la condition que — /w -+- 2 > o. 

Ainsi donc l'intégrale générale de l'équation ( 1 ) peut être représentée 
par 

l V = A / ros(a;v'^ cosô) sin'""' d9, 

I +hx'-"' cos {x sin cos $) sin"'" - ' 5 r/5 . 

lorsque l'on aura 

>o 

m ^ ' 
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Il n'y a pas lieu de se préoccuper de ces deux limites; en effet, 
pour /w = o, Téquation (i ) s'intègre immédiatement, et pour /n = 2, en 

posant^ = -» cette équation se réduit à 



- -\- nz = 0, 



du 
d'où 

A cos Jn X -h B sîn Jn x 
y= ' 

X 

Si l'on suppose m — i , les deux intégrales de l'équation (12) devien- 
nent identiques, et cette équation ne fait plus connaître qu'une inté- 
grale particulière de l'équation (1). Pour obtenir l'intégrale générale 
de cette dernière équation, désignons par d//iune quantité infiniment 
petite et posons m = i -h ô/n; nous aurons 

sin'"-*6r=sin^^'"e =n-5/n.log$, 

• sin*-'"5 = sin-^'"ô = 1 -^m logô, 

a?'-'" ~ x-^"' -- I —dm. \o^x ; 
par suite y 

yr=(AH-B) / cos{x>jnco%0)dQ 

o/n / cos(irvwcos5) [A logsin^ — B(loga:--|-logsin5)]c?C. 



Si nous posons 

A^-B = A', Kim^W, 
il vient 



d6 



yr=A' / cos(x\//icosS) 

-f- / cos(a;vncos5)rfff(B'log^sin^C — A'5/n.loga:sinô). 

En supposant maintenant d/n — o et supprimant les accents de A 
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et B, on trouve 



Y=^X f cos{x\/ncosO) (/O -+-B / cos{x\/ncosO)logxs\n^O 



dû 



pour l'intégrale générale de l'équation 

fi*v I dy 

dx^ j' dr *^ 



S II. 

EXPRESSION D*1jNE FONCTION, ENTRE DES LIMITES DONNÉES 
DE LA VARIABLE, EN SIÊRIE TRIGONOMÉTRIQUE. 

29. Si II désigne un arc quelconque, on a la relation \^* ; 

, I sin(//i 4- 1 ) // 

(a) - -h cosM -\- cos^u -h. . .^- cos/ww = — • 

1 sin - 
1 

Soit F (a?) une fonction quelconque assujettie seulement à la con- 
dition qu'elle reste continue et ne devienne pas infinie entre les 
limites a et 6 de x. Nous supposerons que la valeur absolue de la dif- 

( * ) En effet, si clans Texpression 

y zi^l -r- COS U -t- COS 2 M -r- ... -H COS mU 

on remplace les cosinus par leurs équivalents en exponentielles imaginaires et 
que Ton pose / = y — ' » ^" trouve 

, -_ ' 1 / ^'" "^ ^'"* - - . . . -H e'»'» V\ 



=K 



f,i{m-^\)u . f»iu p—Hm-^\)u t»— '«^ 






En revenant maintenant des imaginaires aux fonctions trigonométriques, il 

vient 

I cosww — cos(//j 4- i) w sin (m 4- -}-)w 



V 

•^2 1 — COS u . a 

2 sin* 

2 
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férence de ces deux limites est inférieure k 2n. En désignant par a 



une variable auxiliaire, nous poserons 



Nous multiplierons ensuite ce que devient rêquation (a) par 
¥[a)da, et nous intégrerons entre les limites ci-dessus. Nous obtien- 
drons ainsi 

- / r(a)f/aH- y V{a)cosi(a.- ~ a)da 

/* F(.)>.Lrn».+j)(..'- 



'i 



'' Ki.is;.i(/» + t)(. 



"(^■) 



Le premier membre de cette équation représente une fonction de x 
qui est périodique et dont la période est 2tt. puisqu'il ne cbange pas 
de valeur quand on augmente la variable d'un multiple de ± -m. 
Pour une valeur donnée de x, comprise entre a et b, le dénominateur 
du second membre de l'équation ne s'annulera que pour la seule va- 
leur X de a, en raison de la restriction apportée à la valeur de 6 — o. 
Mais si, tétant un nombre entier positif, on avait A <; a -i- 2^71, 
b'^a-\-2.[k — i)7i, le dénominateur dont il s'agit s'annulerait pour 
une valeur j- de « comprise entre a et a -h n, et pour les valeurs sui- 
vantes, X -i- n, . . . , X -^ 2[k — i)ïi. Quant à présent, nous n'avons pas à 
tenir compte de cette observation qui s'étend facilement d'ailleurs ait 
cas où on aurait b — a^^ — [ik + i)Ti Gi < — aX-?:. 

Supposons maintenant que le coefficient m soit extrêmement grand, 
sauf à le considérer plus tard comme infini. 

L'arc [m + \){(x. — oc) augmentera de 2jr quand a augmentera de la 

quantité extrêmement petite — '—^• Si a: n'est pas compris entre « et 

F(a) „ ... 

•"' "anera que d une quantité extre- 



î la fonction - 



niement petite, que 



ous négligerons. 
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En posant w = a — j?, la partie de l'intégrale du second membre de 
l'équation (i) qui correspond aux limites a et a H ^ se réduira à 



1 

in 






Si donc a, et 6| sont compris entre a et 6, et si x n'est pas compris 
entre les deux premières de ces valeurs, on a 






Ka)sin(w H- J)(a x) di 

-___ — l __ o. 



La valeur de l'intégrale qu'il s'agit de déterminer se réduit donc à 
celle de 



(2) lf^Y{x^^) 



sin(/7t ^-\)h}.fiu} 



. (0 

-• sin — 

a 



en désignant par £ une quantité infiniment petite. Comme la fonc- 
tion F(ir) est supposée continue entre a et 6, on peut prendre 

F(j7 H- û)) = F(ir) et, en remplaçant sin - par - j l'expression (2) devient 



• • 



(3) F(ar)r'^-^^-^^^". 

Mais, comme cette intégrale n'a de valeur sensible que pour des valeurs 
infiniment petites de û), on peut l'étendre entre des limites — qo et co , 
et l'on obtient ainsi tt pour résultat (•)• 

(') Soit en effet, n étant positif, Tintégrale 

on voit qu^elle se ramène à la suivante : 

/ V f êînxdx r*s{nxdx r sïnxdx r*sina? 

En désignant par q un nombre positif, considérons maintenant la nouvelle in- 

16 



sinj? dx 
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Si nous remplaçons pour m Texpression de extrêmement grand par 
celle de infiniment grande le raisonnement qui précède ne laisse rien 
à désirer au point de vue de la rigueur, et l'équation (i) se réduit ainsi 
à la suivante : 

(4) nf{x)r.^-f F(a)</a+y r ¥{<t)cosi{x - a)da. 



I = 1 



qui fait connaître le développement en série, dont le terme général est 

Ay sinjx -h By cosjx, 

de la portion de la fonction F{x) limitée par a? — a et a? — i, la va- 
leur absolue de 6 — a étant au plus égale à 271. 

tégrale 

- . 1 e-'7Jf I ^1 -__^ -, ... : , H \dx; 

J^ |_ 1.2.3 \.'1,6,L\,Ô 1.2.0...^i/-hl) J 

on est ramené à déterminer une valeur de la forme 
En intégrant par parties, on trouve la relation 



n 



et de même 



d'où 



or, on a évidemment 



\„ — -- Aj;,_l, 



■*«-|— ~ -Ml»— 1' 

A/< -: -— - Ao ; 



7 
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50. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des valeurs de x com- 
prises entre a et 6, sans supposer que la variable puisse devenir égale à 
Tune de ces limites. 

Admettons que Ton ait x ^a\ dans ce cas, l'intégrale de l'expres- 
sion (3) devra être prise entre o et e ou o et x> ; de sorte qu'elle se 

réduit à ^ • On a donc 

(5) ^'(«) '-- \ r'j'(«) ^S /'"f(«)cosi(û - «)rfa. 

Soit maintenant a? — 6; l'intégrale de l'expression (3) devra être 
prise entre les limites - g et o ou — oo et o, ce qui donne 



= — aci), 

(!) 



par suite 

I/équation (&) devient ainsi 



/ e-qx - - .1- X _ . — ( - I - arc tan g - 



Si ^ :rr o, on a 

r* sîn X ffx _ T 

par suite 



/■ 



*sin^^a? 



• - * 



Supposons n négatif, nous aurons, en remplaçant n par — n, 

fiinnx fix /* * si n w .r r//i d.v 



C * fiinnxdx C 



nx 

•- - oc 



On voit ainsi que la fonction o{n) est essentiellement discontinue, qu'elle passe 
brusquement de -- pour /i > o, à zéro pour w i= o, et à pour /i -< o. 
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OU, en remplarant w par — w. 

Nous avons donc 

(5') nF{l>)='-f'l-{(x)cla-hyf F(a)cos/(i - «)rf«.' 

31. Considérons la courbe représentée par l'équation y = nr{j;). 
Soient {^g. i) O l'origine des coordonnées Oa = a, Oi = 6; AB l'arc de 




la courbe limité par les ordonnées des points a et b. Concevons que 
l'on transporte l'arc AB parallèlement à 0.r de ± 21:1, i étant un 
nombre entier positif, et distinguons par l'indice ± t les positions 
que prennent les points a, b, A, H. 

Le second membre de l'équation (4) représentera les arcs AB, 

A,B,, ÂjBi A_,B .,, A_, B_,, puisqu'elle ne change pas de valeur 

quand on y remplace x par x ± -ikn. 

Entre les points^ i et a,, entre j: = è, ar = a-f- iz, il n'y a pas de 
valeur de x qui annule le dénominateur de la fonction de l'intégrale 
du second membre de l'équation (i); cette intégrale est donc nulle; 
en d'autres termes, le premier membre de l'équation (4) se réduit 
à zéro. On voit ainsi que le second membre de la même équation 
représentera les portions fia,, i,a,, .... afi_,. a_, 6-». ... de l'axe 
des -r. 
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32. Supposons que Ton ait 

b = a-h 2n -h h, 

h étant censé inférieur à 27r. Entre n^rt-^A» l'expression sin^(a — a:^) 
s'annule pour a = a? et a = 27r -h iP. L'intégrale jdu second membre 
de réquation (i) se réduit donc à la valeur (3) ajoutée à ce qu'elle de- 
vient quand on y remplace x par a: -f- 27r. On a ainsi 

(6) w[F(a7)-hF(a7-+- 27r)] = i^ F(a?) rfa -^yF(a)cosi(a? - a)rfa. 

Si h était plus grand que 2ny mais plus petit que 4^» on aurait de 
même 

n[F{x) -h F(^ -h 271) -h F{x -+- 4?:)] 

— iy F(a?)rfa-f-VF(a)cosi(a7 — a)rfa, 

et, en général, le second membre de l'équation (4) représentera la 
fonction 

n[F{x) -h F{x -h 27r) -h. . . -hF(^ -h ai;:)] 
pour 

6 — a^27r(i -f- 1) et 6 — a>2;ri. 

53. En supposant 6 — a < 27r, admettons que, pour une valeur c de a? 
comprise entre a et 6, F{x) passe brusquement d'une valeur M à une 
autre N. La série (4) donnera encore F{x) entre œ = aj x = c^ entre 
x = cet x = b.ll s'agit de savoir ce que donne cette série pour a: = c- 

En se reportant aux formules (5) et (5'), on a 

^M=-iy F{a)da -h\f F{oL)cosi{c - oi)d«. 



I =: 1 



b 



lTf=lf F{a)da-h^f F(a)cosi(c - a)rfa; 



. = 1 " 
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d'où 

— ^- ^ '- f F{a)da -i-V f F{a)cosi[c ~ a)d<x. 

Donc la série donne la demi-somine des valeurs de la fonction cor- 
respondant à la valeur de x pour laquelle celle fonction devient 
discontintie. 

34. Si dans l'équation (4) on suppose a — o, b -- it:, puisa = — p, 

b = -, on obtient les deux formules suivantes : 

(7) TiF(a:)=^f F{a)dtx-hS f F(«)cos("(,r - «)(/«." 

(8) jrFfa;)= ^ f F(«)rf« ^V f F(«)cosi(^- a)dec. 

qui permettent respectivement de représenter la portion deF(j?)com- 
prise entre a: = o, a: = air et a- = - .7, a:= ^■ 

Ha. Supposons que l'intervalle dans lequel on veut représenter F(a: 
par une série trigonométrique, au lieu d'être '211, soit un nombre quel 
conque ai. Posons, à cet effet. 



j- rentre dans les conditions du numéro précédent. 
Les équations (7) et (8) deviennent 



"H) = s/>(?)"*+ii/'>(?)'-»ï(r-^)'';5. 

Or F/rtv ) peut être considéré comme une fonction arbitraire de y. 
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il vient donc, en remplaçant F[;r^ ] par F(y),puisj'para:et /3 para, 

(9) f{^)=:^fF{a)du+ l'^f\{cc)cos'^{x-a)da, 



i-1 



56. Supposons que la fonction F [x) soit telle que Y{— x) -- F (a:) ; 
réquation (lo) peut se mettre sous la forme 



\ / l 00 , 



1=1 



On a 



F(a)sin^rfa ~ / F(a) sin^rfa— / F(a)sin^rfa=i o, 

en remarquant que dans la seconde intégrale on peut remplacer a par 
— a, — ^par^et F(-— a) par F (a). 
On a de plus 

/ F(a)cos^rfa~ 2 / F(a)cos'-prf«. 

L'équation (i i), ou plutôt l'équation (lo), devient ainsi 

(12) F(j?) =-• W F(a)rfa-*- I \ cos~ / F(a)cos^*rfa. 

Si ^ - - 71, on a 

(12')^ F(a?)=-i| F(a)rf«-f- ^y cpsia? r F{a)cosiarf«. 
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57. Admettons maintenant que l'on ait F (— a;) ^ — F(a:). On 
reconnaît facilement que 

/ F(a)cos^(/a = o, / F(a) sin^rfa =2 / F[a)&in-^(iu 
et l'équation (10) se réduit à la suivante : 
(l3) r{x) = l %""^fy{'') sin-"rfe. 

Lorsque i = -, on a 
(i3'} F(a;)-=-\ sini.r / F(a)siniaa£c. 

Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers. 

38. La fonction F (a-) est constante entre x = o et x ^ k et prend la 
même valeur changée de signe entre x =^oelx= — ^. 

II sufGt desiipposer F(a;) = i, car du résultat obtenu dans cette hy- 
potliêse on en déduira tout autre par une simple multiplication. 
L'équation (l'j) reçoit évidemment ici son application; en y faisant 
¥{x) = I, et remarquant que i — cosi'n = o, lorsque 1 est pair et 
i — cosin = a quand 1 est impair, on trouve 



(■4) 



I = - (si 



série qui est périodique et dont la période est 2k. 
Si i = TT, l'équation précédente devient 

(a -, = sinx + s sin3x -r- -.- sinSa: -(-... 

En remplaçant x par - — ar, cette formule se transforme dans la 
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suivante : 

Ib) 7 = cos^ — « cos3a? -f- p cosSo: — . . . 

^ ' 4 ^ 5 

qui s'applique entre les limites x = — -, x ~ -n. 

Si Ton fait successivement x = o, j? = 7 clans la formule (6), on ob- 
tient les suivantes 

(c) .^^,___H^__H_..., 

, ,, r I I I I I 

^ ^ 2V^ 3 o 7 9 II 

En multipliant l'équation {b) par dv et intégrant entre les limites 
o et Xy on trouve 

{e) -^ = sina?— 5^ sin3x-i- 7^ sinSo? -+- . . ., 

et, en faisant a; = -> on a cette relation, qui est connue depuis long- 
temps, 

\J) "g" — * "^ 31 "^ 51 "•" ^ ^~ — 

39. La fonction F (a?) ^5^ égale à x entrée x ^= — l\ x = k. 
Comme on a — F (a?) = F ( — x)^ il faut encore se reporter à l'équa- 
tion {i3) qui donne, en y supposant F [x] =^ x, 

i = 1 i -= I 

OU 

, r\ aA' / . itj: i . ar.r i . STr.r i . ^tzo: \ 

(i5) 07 = — sm -7 sm— 7 h 77 sin— 7 7 sni —7 h . . . . 

En supposant k = n^ on obtient la formule suivante 
{g) - = sin.r sin 207 -h ^ sin 3.r — . . . , 



«7 
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qui est due à Euler.En y faisant a: — ;^> on retombe sur la formule (c) 
du numéro précédent. 

40. La fonction F [x) est égale à x^ entre x = — 't: et x = n. 
Nous suivrons exactement la même marche qu'au numéro précé- 
dent, et nous aurons 



^,3 



- \s\ï\ix j a^smiaaa--— y sinixiiT ^j — r— 

1 = 1 * ^ 1 



ou 



(i6) 



/ « 2.3\ sînS.r 



î?.3\ sîn!?.r 



41 . La fonction F(.r ) est égale à x entre x = o et x = k et à — x entre 
oet — k. — Comme on a ici F{x) — F(— a?), c'est à la formule (la) 
qu'il faut avoir recours, et elle donne, en y faisant F(^) = x^ 

x—-il aaa-f- T > cos— r- / «cos-^rfa, 
d'où, en intégrant par parties, 

f V k [\k ( 'ïzx I Sîcj: I 5iî.r \ 

(«7) ^= â -- ^v(<^osii. + p^^'O^-r + 5i*^°*-r +•••)• 

En faisant X: -- tt dans cette formule, on arrive à la suivante 

(A) x—^ - - (cosa? -+- ;T^cos3a?-i- FiCOs5a? + . .. J. 

42. Développement entre x=^o et x — n de ûnx en cosinus d'arcs 
multiples pairs de x. — Ici il faut avoir recours à la formule (9), dans 
laquelle on fera F(^) - sina? et 2^=- ;:. On reconnaît facilement 
qu'elle devient 

-sinx = i-f-\ I cos2i\r ; sinacosaiarfa 4- sinae-r / sinasinaïa^fa V 



I \ 

f 
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Mais on a 

/ sinasin2iarfa = - / [cos(2£ -f- i)a — cos(2£ -4- i)a] r/a -- o. 



d'où 



ou 



/ sinacos2ia da — - — . — - — - 



TTSinO^" V' COS 2 1.1' 
= I -- 2 > — : . - ) 

2 ^ {-2 1 — 1){'ÀI -r l) 

i-l 



TTsino.* I /cos2.r ros^/./' onsO./* 



/ /*v TTSino.* I / cos2.r ros^/./* onso./* \ 

^ ' 4 2 \ 1.3 3.5 5.7 ' r 

» 

Tel est le développement cherché. En y faisant a* — f , on trouve 

(0 j =z - -\ — — -^ - — I — 

^ ' ^ 1 1,6 6,0 J.7 

43. Expression trigonométrique de l^ ordonnée du contour d'un ira- 

Fig. 2. 





a 


h 




/ ~ ' 






f 


i \ 


, 


f i 


i \ 


'/ 


1 

1 


_ _L \ 


K 


a' 


b' B 



pèze déterminée par une parallèle à la base d'un triangle é^uilaléral en 
supposant cette base égale an,— Soient 

AB = TT la grande base du trapèze ; 
ab sa petite base ; 
a' b' la projection de ab sur AB ; 
p = }La' = aa'=l&b'. 

Prenons la direction de AB pour axe des x et sa perpcndiculain» 
en A pour axe des/. Supposons que Ton ait 
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entre — jr et ;:. Nous devrons faire usage de la formule (12'), qui repré- 
sentera également l'ordonnée du contour Aa^B et celle de son 
symétrique par rapport aux axes. 

De A à B ou entre a: = o et a? = /?, on a 

m 

De a à & OU entre a* - /; et ^ = tt — /?, on a 

F{x)=p. 
De i à B OU entre x =- n — p et x = n^ on r 

F(:r) = 7r — .r. 
I^ formule précitée donne ainsi 

7=-\sinia; / asiniada-^ p j sinia4- f {n — cc)siniada\. 
En effectuant les intégrations, on trouve 

2 V' . . sin/p, . V 

y r_i - \ smiTTO? — r:r- ' * — COSITT), 

1 = 1 



d'où, pour Téquation cherchée, 



/» / . sinSpsînSj: sin5psin5j: \ 



Si l'on suppose /> = '^y le trapèze devient le triangle équilatéral ACB, 
dont l'ordonnée de l'ensemble des côtés AC, CB est représentée par 



/» / . sin3 

y='z\^\rix ^ 



Zx sin5a7 



5* 
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§ m. 

EXPRESSION D*UNE FONCTION ARBITRAIRE AU MOYEN d'iNTÉGRALES 

DÉFINIES. 

44. Une fonction arbitraire V{x) qui ne devient pas infinie pour 
toutes les valeurs positives et négatives sera représentée dans toute 
son étendue par la formule (lo) du n° 35, en y faisant ^ = ao . Si nous 

désignons par s le rapport infiniment petit j « nous aurons 



F{x) = -\s / F(a)cosi6(a? — a)da. 

Mais nous pouvons considérer ii comme une variable/? à laquelle on 
donne des accroissements infiniment petits i = dp^ et que l'on peut 
faire croître indéfiniment à partir de zéro. On a ainsi 

(i) F{x)=-j dp I F{a)cosp{x — a)dûc. 

On déduit de là 

(2) F{x) = ^^£^dpfF{(x)cosp[x-a)da. 

45. LorsqueF( — 0?) = F(a?), on a 

/ F{a)sinpada = o, 

Jf F{a)cospada = ik f F(a) cos/?arfa, 

et les formules (1) et (2) se réduisent à la suivante, 

(3) F(aî)==-/ dpcospx I F{oL)cospada. 
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46. Dans le cas où ¥{— x] —— F{x), on trouve de la même ma- 



nière 



(4) F(a?)— -/ dp sxn px I F(a)§in/>arfa. 

47. Soit F(x) — e"^ de J7 = o à a; — x> et F{x) — e^ de a? = o à 



0? = — X , on a 



F{X) =--¥{- X:, 



et l'on a recours alors à la formule (3), qui donne 

(5) F{x) — -j dpcospx I e~^cospadcc~ - f — r—i^P i*) 



(') En eilet, on a, en intégrant par parties, 

- -(t'"*sin/;a e~^cospoL - / c • cos/?'y.^/a ), 

/>\ /> PJ ) 

d'où 

(a) / c "^cosuoL.doL— -' 



*- 



On trouve de la même manière 

( /y ) f ^ * * sin/; a . (h . - — — 

* 

On remarquera que, si Ton pose 

oos/>a.*.dy> 



■•• -j 



on a 



dy 

• 

dju 



^ -- / sin/?a,-6nog(n-/>«), 



expression qui est évidemment nulle puisque y> et — p donnent dans Tintégrale 
deux éléments égaux et de signes contraires; y est ainsi indépendant de x, de 

sorte que Ton a 

/* cospx dp _ r* dp 
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48, Soient F{x) = er"^ de x = o k x^ ce , F{x) = — e^ de a: = o 
à a: = — 00 ; nous avons F{x) = — F(— a?), et nous n'avons qu'à ap- 
pliquer la formule (4) qui donne, en y faisant F(a) =. e~*, 

(6) F{a:)=.lfjB^dp (•). 

49. Considérons le cas où la fonction ¥{x) est égale à l'unité entre 
X = i et a? = — I , et nulle pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas 
comprises entre ces limites. Comme on a F{— x) =V{x), on devra 
avoir recours à la formule (3), en y faisant ¥{x)= i. Mais comme, 
d'après l'hypothèse, F{x) est nulle entre x= i et a; = oo , l'intégrale 

/ cospa d% 
se réduit à la suivante 

cospccda = -^, 
d'où l'on conclut 

(7) F{a:)=lf^J^^lf^dp. 

Il est facile, d'ailleurs, de vérifier que cette formule remplit les con- 
ditions voulues, car on a 

/*sin/?cos/>a7 , i r" s,\n(x -\- ï)p j i r* s\n{jr — i)p , 

Or, si 07 >i (^), les deux intégrales du second membre de cette 
formule sont égales à tt et se détruisent. Il en est de même si a? < — i . 
Maintenant, si x est compris entre — i et 4- i , les deux intégrales 

( * ) Nous ferons remarquer que 

car les éléments de Tintégrale prennent des signes contraires quand on y change 
y en — />. 

(') Voir la note de la page io3. 
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s'ajoutent et donnent pour résultat-» d'où F(^) = r, ce qu'il fallait 
démontrer (*). 



50. Soit F(a?) = sino? entre a? = — 7 et a: = 7 et F(a7) = o en dehors 
de ces limites. Comme F(a7) = — F(— x), nous devons faire ici l'ap- 
plication de la formule (4)» dans laquelle nous ferons F(a) = sina, et 
l'intégrale par rapport à a devra être prise seulement entre les limites 
oet 7, puisque F(a) = o entrer = 7et ^ = 00 . 

Nous avons ainsi 

F(^) = i / sinpxdp j sincccospada. 

" *- * 

^ r* / • • \ sin/).r , 

- - / [psmpysin'/'i-cospycos'/— \)—-_—^dp. 



§ IV. 

t 

PROPRIETES DES FONCTIOICS SPHERIQUES. — FORMULES DE GREEN. 

51. Des fonctions Y,. — Nous avons vu (n®* 3 et 7) que l'équation 
en coordonnées rectangulaires, 

, , d^y d^\ ^V 



(*) Considérons Tintégrale (7) on y remplaçant la limite inférieure o par — oc , 

et posons 

o. /**sînfîros/>.r , 
.»--/ dp^ 



*- « 



nous avons 



-j- - ^ I sinpcosp.r ap, 

- « 

expression qui est nulle, car, pour/> et — />, deu\ éléments de l'intégrale sont 

égaux et de signes contraires. Il suit de là que y est indépendant de .r et que 

Ton a 

'1 /** sin/> cos/>.r îi r* sinp 
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avait pour équivalente en coordonnées sphériques la suivante 

(2) ^ -yr -+- -r l' — ."• -r -^ i zr^ " ^ 

^ ' ai"' (l'X^ ^ ' CilL I - - UL* d'I^ 

t t II 

dans laquelle rdésigne la distance d'un point quelconque m à l'origine 

Odes coordonnés, 6 la colatitudc MOs/i}^ la longitude, c'est-à-dire 
l'angle formé par le plan mOz avec le plan fixe z'Oxj (x le cosinus 
de l'angle 0, 

Cherchons à voir si l'équation (^ 2 ) ne peut pas être satisfaite par une 
expression de la forme 

(3) ' V.= r%, 

dans laquelle /représente un nombre positif quelconque et Y, une fonc- 
tion de/x et ij; indépendante de r. En substituant, on trouve pour résul- 
tat l'équation 

(4) 5,i('-f^')-^ + r3H^.V"^'('^'^ = °- 

On satisfera plus généralement à l'équation (2) que par la valeur (3 ; 
en prenant 



I - « 



(5) V=^/^Y,. 



I -0 



Nous désignerons sous le nom de fonction sphérique toute fonction 
de jx et ^, ou de |x seulement qui satisfera à une équation semblable 
à l'équation (4). Nous dirons aussi, pour simplifier le langage, que Y, 
est une fonction sphérique de l'ordre i. 

52. Intégrale particulière de V équation (4). Supposons que Y, soit 
de la forme 

(a) Y/ = mr, 

en désignant pari/ et w deux fonctions qui ne renferment respectivement 

18 
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que fjL et ({;. L* équation dont il s'agit devient 

et sera satisfaite en égalant son second terme à une constante, par suite 
son premier terme à cette constante changée de signe. 

Or, comme dans les questions de Mécanique céleste et de Physique 
mathématique où interviennent les fonctions sphériques, les expo- 
nentielles sont inadmissibles, nous poserons, en désignant par n un 
nombre quelconque. 



\v cl^' 



— rr: 



9 • 



d'où, en désignant par A„, H,, deux constantes arbitraires, 
(()) iv rr-. A„ cosn^» -\ B„ sinw^J/. 

L'équation {h i se réduit alors à la suivante 






l-ix« 



u = o. 



Dans ce qui suit, nous supposerons que n est un nombre entier po- 
sitif. 

En posant 



n 



(rf) t,= z{i-fi\' 

l'équation (c) devient 

(«; ('"."-'Mjli -^("-^Of^jJ^(«- n){i + n-hi)Z = o. 

Essayons maintenant de satisfaire à cette équation par une suite de 
la forme 



if) zr--.Sa.,iJ. 

« =0 



/>— 2v 
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a^ eXp étant des const<antes et v un nombre entier qui a pour valeurs 

successives o, 1,2, En égalant à zéro le coefficient de p.'^-^ dans 

le résultat obtenu après avoir introduit la valeur ( 8) dans Téquation [e] , 
on trouve 

(g! ' - 2a^\ — 2yy -h v(2v -h 1) — ^(/î f- i) i v 

' - ^v[/>' 4- (2/2 4- i)p — {i — n){i -T- // -f-i ) - o. 

•On satisfera à cette équation en égalant à zéro son troisième terme 
puis Tensemble des deux premiers. I^ première des équations secon- 
daires «linsi définies est 

/>■*' -4- ( 2 /i -t- I )p — i — n)[i -\- n -h • ; = 0, 

et a pour racines 

[h) p^i—n, 

[h') p — -{i -h n-h ij. 

En portant la première de ces valeurs dans Tensemblc des deux 
premiers termes de l'équation [g) égalé à zéro, on trouve 

d'où, successivement, en prenant Oq = i, 

( i — n) ( i — n — i) 



a, = — 



2 {'il — I ) 



(7) \ (i — n)(i — /i — i){i—fi — 2)(i—n — 3) 

^'' ' Cl =:^ - _ . _ - _ , 

^ 'x.\{'Jii — I ) ( ^ / — 3 ) 



En distinguant par les indices i, n la valeur de u qui se rapporte 
à ces nombres, on déduit des formules [d), [/) et (y) la suivante : 



(7) 



Uin-[l f^ ; [f^ a(2l -I) i^ 



(i — n)(i — n — i)(i — n — 'îHi — /' — 3) , ,, . 

2 ( 2 t — I ) ( 2 £ — 3 ) ^ 
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Cette suite a un nombre fini de ternies, car elle s'arrêtera au terme pour 
lequel a^ — o, soit à 



(«) 



i - n 



1 

si i— /lest pair, soit à 



(8') 



V =: 



'» 



si I — /i est impair. 

En nous reportant aux formules [a) et (6), on voit que la valeur 



Y/ = ; \„ cosn ^ 4- B;j sin/i ^ ) tt 



in 



sera une solution de Téquation (4); T^'àxs on aura une solution plus 
générale en faisant la somme de toutes les expressions semblables ob- 
tenues Qx\ supposant successivemenl /^ = o, 1,2,...,/, somme que nous 
représenterons par 



n = I 



(9) Y. = ^ ( A„ cosn-if + B„ siiw/ij;) «,„. 



/l = 



Si nous considérons maintenant la seconde valeur (A') de />, nous 
aurons, en accentuant Ui^ et les coefficients a^, pour les distinguer des 
précédents, 

d'où, en supposant aj, = 1, 

' . ( / 4- /< ) ( / -h /* -r- P) 

û — — 7--. > 

( / -h /O ( / -H /I H- îî ) ( / ^- /I -h 3 ) 



4*(« -t- i)(<-4- a) 



par suite 



I"'.- ' .^H'^ ^c-t-.) ^ 
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En faisant la somme des expressions (7) et (7'), multipliées chacune 
par une constante arbitraire^ on aura l'intégrale générale de l'équation 
(c). Enfin il est visible que, si Ton substitue à la valeur (9) la sui- 
vante 



n = i 



(9') Y, = y (A„oos«<}< -f- B„ sin/j4/)(M,„ ■+- C„uJ, 



/|B 



dans laquelle C,, représente une nouvelle constante arbitraire, on ob- 
tiendra une solution plus générale de l'équation (4). Toutefois cette so- 
lution n'est admissible que si la limite supérieure de è est moindre 

que -> carautrement dans l'intervalle w^,, deviendrait infini ; maiscomme, 

dans toutes les questions qui ont été posées jusqu'à ce jour, ce cas ne 
s'est pas présenté, il y a lieu de s'en tenir à l'intégrale particulière (9). 

55. Propriété des fonctions Y,. — Nous mettrons l'équation (4) sous 
la forme 

a6 en sin6 a^ 

En désignant par Yy une fonction sphériquede l'ordre/, nous aurons 
de même 

Retranchons ces deux équations l'une de l'autre après avoir multi- 
plié la première par Yj d9 d^ et la seconde par Y/ dO rf-}, puis intégrons 
ensuite entre les limites ô = o, 9 — ;: et v{^ ^ o, vj; = 2 ;:, 

Nous obtiendrons ainsi 



•■Il «'A 



U «^0 






«^0 



l^r{^,^-Y.i^)u^.-o 
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Si Ton remarque que 

on voit que, entre ô = o, 5 — ;:, la seconde et la troisième intégrale de 
l'équation ci-dessus donnent un résultat nul. 
La quatrième intégrale ou 

X\v,f - V -')>, 

est également nulle, parce que, d'après la forme de Y, et Yy, la fonc- 
tion 

Y ^ _ Y îî^ 

> lil ' d^ 

m 

prend la même valeur pour vj; = o et ^ = 2n. D'où il suit que 
Ton a 

* * 

Si donc/ est différent de i, on aura 

f dO f Y,Yysin$rf+ ^^ o, 
ou 

!io) /' ' f^ YiYjHiid^'^o, 

résultat remarquable qui recevra dans la suite bien des applications. 
Mais l'analyse précédente ne peut pas faire connaître la valeur de 






valeur que nous n'avons aucun intérêt à déterminer. 
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54. Des fonctions P,-. — Supposons que x,y, z, r, ô, ^ se rapportent à 

un point m, et que i*on accentue les mêmes quantités pour désigner 

celles qui correspondent à un autre point m'. Soit x la distance mm'; 

nous aurons 

I I 



-'\2 



En considérant a?', y\ z comme constants, il est facile de reconnaître 
que Ton a 

ciil d^- r/il 

/ , t t t 

(/w* av* (Iz^ 

etr en se reportant à l'équation (1), on voit que la fonction - est une 

forme particulière de la fonction V, et que par suite elle doit satis- 
faire à Téquation (2), c'est-à-dire à la suivante 

Nous remarquerons que Ton a 

t' — H -4- r'^— 2rr' cosmOm' 

= r-h /-'^ — 2rr'[cos9cosC'-+- sin ô sin 0' cos ( «]/ — ^')] ; . 

par suite, en supposant - < 1 , 

li3) 



Soit 



r'i / I j(cosôcosO'h- sinôsinô') r- -7^ 



<■« ;=^iK?)' 



I =0 



le développement de cette fonction suivant les puissances ascendantes 
de -7 ; en substituant le terme général de cette série dans Téquation (12), 
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on trouve 

d'où il suit que la fonction P, est une valeur particulière de la fonc- 
tion Y/ et que Ton a notamment 

si j est différent de /. 

Il est évident, d'ailleurs, que ]\ est également une fonction sphé- 
rique en fx', ^' et que sa valeur reste la même quand on y change [i 
en [i' et ^ en 'y, et vice versa. 

5. Propriétés parliculières de la Jonction P,. — . Posons 

»• 

— = a, /> = cosô cos$'-i- sin0 sinô'cos(i{; — <j/'), 

p représentant ainsi les cosinus de l'angle mOm\ 

Le coefficient P/ sera le coefficient de a' dans le développement de 

-i 

(A) (7 = (i — 2/)a H- a-) , 

suivant les puissances ascendantes de a. 
On déduit de là 

(«) 



d'où 



(c: 



d<J 

du 


— 


(I 


— ipOL 


1 


dfj 


— 


(l 


1 




dp 


— 'ipOL 


+ «*)' 


OL 


d^ 




(p- 


> d<s 



En substituant dans cette équation le développement 



m 

[d) ^=J«'P., 
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et identifiant les coefficients de a', on trouve 



dp dp 

De Téquation (i) on déduit successivement 



a2a'P,= (i - 2/>a -+- a^)2a'^, 
d*où, en identifiant les coefficients de a'^*. 

Si Ton élimine -^ entre les équations (a) et (e), on trouve 
d'où 

dp - dp ^^^' 7;*^'-*« 



Si i est impair, ces équations s'arrêteront à celle qui correspond 
à < = I ; on en déduit alors 

(D) ^=(2«-M)P,-f-(2,--3)P;_,-(2e-7)P,_, + ...4-3P,. 

Dans le cas où « est pair, la dernière des équations (C) correspondra 

dï* 
à t = 2, et comme» d'après la formule [g]^ on a -^ =: P^, = i , il vient 

Plaçons-nous dans les conditions de l'équation (D); « — i est pair et 

19 
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en remplaçant i par i — i dans l'équation (D'), on trouve la suivante 

-^ =(21- i)P,_,4-(2t— 5)P,_3H-...-h5P2-f-Po, 
qui, ajoutée à (D), conduit à ce résultat remarquable 

('6) ^'^^'+^--P.+ 3P. + 5P, + ...+ {2t4-i)P,. 

Il est facile de s'assurer que l'on arrive au même résultat lorsque i 
est pair. 

56. Des diverses formes que peut prendre la fonction P, : 
1** Forme de Legendre. — On a d'abord 

1 3 

(7 = [î - a(2/) - «)]"*= I -f- i«(2/> - a) 4- j^«»{2/) - a)» ■ 






2. A. 6 



En développant ensuite les termes de cette expi*ession, on trouve 
pour le coefficient de a' 

( p.^ i.3.5...f;>/ — n r • i(i-'ï) -,3 

j ' 1.3.3. ..n L' 2(21 — i)' 

( ^ 2.4(2t— l)C2i-3)^ J 

2® Forme dOlinde Rodrigues. — Cette forme, qui est la suivante, 
(.8) P..= -,_JL i^IiJzJi', 

^ ' * 2\i.2.3...i a/?' 

a été déduite de celle de Legendre. Mais on y arrive plus rapidement 
en partant de la formule de Lagrange. Nous déduirons le développe- 
ment de G de celui de son intégrale par rapport à />, ou de 

s~ l adp^ — ^v'i— 2/?a -H a'' 4- I , 

en prenant égale à l'unité la constante introduite par l'intégration. 
Cette équation donne la suivante 
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d'où, en appliquant la formule de Lagrange ( ' ), 

*''^r ^\r } Vay 1.2 dp \2/ i.j.3...£ 



c/^D \2/ 1.2.3...f dJ/O*' * 



par suite 



'i dp 2*. 1.2 op* 2'..I.2.3. . .1 dp' 

et enfin 

P= ' ^^(/>'-0\ 

' 2'.I-.2.3. . ./ dpi 

ce qu'il fallait établir. 

3^ Représentation de In /onction P, par .une intégrale définie. 
Considérons d'abord l'intégrale 



^=/ 



lis 



do) 



A -H B^'—i coso) 



dans laquelle Â et B sont deux constantes réelles. 
On voit que 

^""J^ A^-r-b» ~^j^ A«-+-B*cos«to-"^^j^ A«-Hb^COS^ 
^ . /** e/tango) , air 



A* tan g* o) -h A* -h b* l/A*-+- b* 



Nous avons donc 



/ 



fi: 



du) 2ir 



A 4- B y/— I COSO) V^'-+- b* 



<■' --^-t(=.^.-,0»-^^'*;^^ 



I . a . 3 ... I df/7*- * 
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Si nous posons 

A = I — «cosy, B = asino, /> = cosp. 




nous aurons 



i'-"'p+''>''=iif_ _- 






(cos» — \/ — I sinçcosiu 



En développant suivant les puissances de a le premier membre de 
cette équation et la fonction de l'intégrale, et identifiant les coefG- 
cients de «', on trouve 



(■9) 



P,= ^ I (cosy — yj— isinç)COst.j)'£/w 
f = - I (cosç — ij— I sin^ coso)'(/'j). 



qui est l'expression cherchée, et d'oii l'on déduit d'abord P, = (± i)' 
pour cosî- = ± I. 

Lorsque cos'9 est inférieur à l'unité, P^ tend vers zéro quand t croît 
iiuléfininient. En effet, de l'interprétation géométrique ordinaire des 
imaginaires on déduit facilement que le module d'une somme est 
moindre que la somme des modules de ses parties; d'où résulte que le 
module de P, est inférieur à l'intégrale 



U' 



i^y cos'm)' rfu), 



dont tous les éléments tendent vers zéro quand 1 cioît indéfiniment. 

I^ejeune-Dirichlet a donné une autre expression de P,- au moyen 
d'une intégrale définie. Mais, comme elle ne peut être pour nous d'au- 
cune utilité, nous ne croyons pas devoir nous y arrêter. 

57. Réduction d'une intégrale triple étendue à un volume fini, à une 
intégrale relative h la sur/ace de ce vo.'ume (')■ — Soit l'intégrale 



^-fin 



(') A notre connaissance, la première trace de cette transformation se trouve 
dans le premier Mémoire de Poisson sur le magnétisme {Mémoire de l'Académie 
des Sciences. iSaa). 
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étendue à un volume déterminé, Mans laquelle F représente une fonc- 
tion continue des trois coordonnées. 

Considérons au point {x = o, y, z) un élément superficiel dvdz que 
nous prendrons pour base d'un prisme élémentaire parallèle a Ox. 
Soient {fig. 2), à partir du plan j^Os, et en se dirigeant dans le sens 
positif 

FiÉ[. a. 



.1 






a, 



at 




o 



y 



de OXf ai, a,, . . ., les intersections successives d'une arête du prisme 
élémentaire avec la surface du volume; a, l'angle que forme avecOjc: 
la normale extérieure a^N, à cette surface au point a,; Jo,- Vêlement 
superficiel correspondant; F/ la valeur de F qui correspond au point a/ ; 
on a, en intégrant par rapport à x. 



Or 



U =^ffdydz{-^ F, -+- F, - F, -h . . . 



dydz = — Jwi cosa, = rfco, cosaj — — rfwjcosaj . . .. 



par suite 



U =-- / (F,cos«, rfw, 4- F2COsa2rf^iJ2-+- • • Oi 



ce qui revient à 

(21) 



U= / Fcosarfw, 



en désignant par rf'*) un élément quelconque de la surface et par a 
Tangle que forme sa normale extérieure avec Ox. Telle est la for- 
mule qu'il s'agissait d'établir. 
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58. Formules de George Green. — Soient 

m 

fû) une surface fermée; 

( S) l'espace qu'elle comprend ; 

dcù un élément de la surface au point a dont les coordonnées sont x, 

y y -; 

a, /3, 7 les angles formés par la normale extérieure en a avec Ox^ Oj, 

U, V deux fonctions quelconques de x^ y y z assujetties seulement à la 
condition de rester finies, ainsi que leurs dérivées dans l'espace (S) ; 

une intégrale étendue à tout cet espace, et que nous nous proposons 
de mettre sous une autre forme. 

En intégrant par parties par rapport à a?, on voit que l'on a 



Iff^'^^^y^^ 



-Hi 



rfU''^ 



dxdydz-^-fff§^dxdydz. 



Or, d'après le numéro précédent, la première intégrale de cette ex- 
pression est équivalente à la suivante, 

/ U^cosarfco. 

Dès lors, il doit paraître évident que Texpression (22) prend la 
forme suivante, 

( 23 ) < = J U (^^ cosa -I- ^ cos|3 -!- -^- cosyj rfw 

_ f f ff^dV _^dVd\ dUd\\, , , 
J J J \da: dx ' dy dy dz dz ) ^ 
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Soit^n une longueur infiniment petite portée à partir de a sur la 
normale extérieure à ce poiuli nous avons 

rfr . dv f/z 

tin > lin ' dit 



V d\ f, 

- cosa H — 7-cosp H 



dS^ dr 



d\ dv 



et, en désignant par du l'élément de volume dxdydz, l'équatiou < 
dessus devient 



(ï4) 



j CfdM d\ dU dV dV d\\ , 



dU dV 
dy dy 



2" Si l'on remarque que le second membre de cette équation est 
symétrique en U et V, le premier membre conservera la même valeur 
en y faisant permuter entre elles ces deux fonctions, d'où cette nou- 
velle équation 



(ï5) 






d,' 



Dans le cas où U = I , on a simplement 



3** La condition que les fonctions U, V et leurs dérivées restent 
fînies dans l'intérieur du volume considéré est indispensable pour que 
l'on puisse établir les équations (aS) et (^4). car autrement les inté- 
grations par parties dont on a fait usage ne seraient plus légitimes. 
Supposons maintenant que, la fonction V et ses dérivées restant finies, 
la fonction U, dans le voisinage d'un point intérieur A, puisse être re- 
gardée comme étant égale à l'inverse de la distance t- à ce point. Con- 
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cevons une sphère d'un rayon infiniment petit î ayant son centre 
entre A. L'équation (23) s'appliquera évidemment à la portion du 
volume extérieure à la sphère. 
Comme on a identiquement 



^li d^L d^l 



-^ TTir = «• 



dx^ ' dy^ ' dz' 

l'intégrale 

peut être étendue au volume total. 
Il en est de même de l'intégrale 

rj,fd^\ d^\ d^\\j 

j^id^-^-dy-^-d^n^^ 

car, en prenant du = ^nt^dx^ la portion de cette intégrale qui se rap- 
porte à la sphère est 

\dx^ "^ dy "^ dz^jj t '"[djt;^ dy^ '^ dz^ J ^ ^ ' 

et, par suite, négligeable. 
L'intégrale 

qui se rapporte à la surface de la sphère, est aussi négligeable, car 
elle est égale à 

dn e dn^ 

m 

et par suite du premier ordre. 
Il nous reste donc à déterminer la valeur de l'intégrale 

étendue à la surface de la sphère. Soit V^^ la valeur V au point A; 
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comme nous avons, en remarquant que dn est intérieur à la sphère. 



lin di v'- 



cette expression est égale à -| àia surface, et l'intégrale ci -dessus se 
réduit à 



ifd'^>^^ 



rV.. 



A 



Nous avons donc enfin 



, rj./d*w d*\ rf'vxj r,Td\ j 

^ ' r^rfd*^ d'^ . dn)\ J r,,rfu , , ,. 



Supposons que dans tout Tintérieur du volume on fasse U = -• 
D'après ce que l'on vient de voir, en ayant égard à Kéquation (î) 
du n'^SI, à laquelle satisfait -« on aura 




I ^ 



/ ON cifd^^ d^\ d*\\j ri^/^ i^v\, , ., 



59. Propriétés des fonctions Y, et P/. — Considérons une sphère dont 
Oest le centre et R le rayon; un point déterminé A de son intérieur; 
/, 0\ ^' les coordonnées polaires de ce point; r, 9, ^j; celles d*un point 
quelconque m de Tintérieur de la sphère; t la distance h m. 

En supposant 

V^zrr'Y/. i; = -> 

l'équation (28) recevra son application. 
Nous aurons d'abord 

20 
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Y', étant la valeur que prend Y( lorsqu'on y remplace 6 pur 5' etij/ pari|''. 
Nous pouvons d'ailleurs prendre rfw = 11* sinS rf9 t/ij'. Nous avons 
dn = t/R. et pour un point de la sphère 

V^R'Y,, ^=/R'-'y.. 

L'équation (28) devient ainsi, en se rappelant que V vérifie ré(|iia- 
tion (i) du n" 51, 

R= /'/ Y,( ^^ - R' ^ JsinÔ dO d^ ^ (^r.r'X. 

D'aprts la formule (i-i), nous avons pour un point de la sphère 



^ 






ot, en substituant ces valeurs dans l'équation ci-dessus, on trouve 

Cette équation devant avoir lieu quel que soit r", il faut que le coeffi- 
cient de chaque puissance de cette quantilé soit nul. On trouve ainsi 



{'9) 

(3o) 



ffy,Vjsin0d9di^o. 



Nous avons tlêjà ccril la dernière de ces formules. Quant à la première, 
on peut la mettre sous la forme suivante, 

(3o)' f'f'\'iV,d^di^^p^^, 

qui lui a été donnée par replace. 
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60. Développement d'une fonction de deux variables au moyen de 
fonctions sphèriques. — Toute fonction de deux variables peut être re- 
présentée par une expression de la forme F(5, ^), dans laquelle nous 
attribuerons à (J et i]; les mêmes significations que ci-dessus. I^nplace a 
été conduit plutôt par une induclion que par une démonstration à 
poser en principe que la fonction peut être représentée par une suite 
de fonctions sphèriques ('). Soit donc 



(A) 



F:,5. i.^yy,, 



Il suffit de démontrer que l'on peut déterminer les V de manièreque 
la série du second membre de cette équalioii représente bien la fonc- 
tion du premier membre. 

Multiplions l'équation (A) par P,sin5 (/5 rf^, et intégrons entre les 
limites — o, (/=îTeti{, = o, 1^ = 2:1; nous obliendrons. en nous re- 
portant aux formules ( 29) et ( 3o) du numéro précédent, 

•Ç f Y[0,^)ViSn\(idid>l^-^X,, 

ou, comme P^ est symétrique en 5 et ô' et i|i et ^', 

f f"F(6\ ■y)ViS\n5' d6' d-y ^ Tii\^'- 

Nous aurons donc, comme expression de la série du second membre 
de l'équation (A), 



(B) 



S = y^^ /' f"l>ie[6','^')sin0-d0-d-^'. 



(') PoissoD d'abord, puis MM. Lejcune-Dirichlel, Bonnet, etc., sont parvenus 
à Établir directement ce Ihùorëme avec toute la rigueur possible. La lliéorie du 
premier de ces auteurs a étû quelque peu critiquée; il n'en est pas de même de 
celle des autres. Nuus donnons ici ta démonslratioa d«M. Darboux, qui est, sui- 
vant nous, lu plus claire et la plus simple, 
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Concevons {fig. 3) une sphère d'un rayon égal à l'unité ayant pour 
centre l'origine O ; soient A et /w les points de cette sphère correspondant 
respectivement aux coordonnées ô, ^ et 5', ^' . Nous savons que P, pour 
le point m ne dépend que du cosinus de l'angle mOA, et qu'il est ainsi 
indéj)endant de l'orientation des axes coordonnés. Il nous est donc 

Fig. 3. 




permis de faire un changement de coordonnées et de prendre la direc- 
tion OA pour celle du nouvel axe Oz\ nous désignerons par 6" et ^" 
les équivalents de 5' et ^' pour les nouveaux axes; P/ ne dépendra plus 
que de cos5", et nous aurons d'abord 



(<^) 



cosô''^ cosô cosô'^- sin6sin6'cos(<J/ — ij/'), 



puis, au lieu de la formule (B), 



(B') 



s >»2i: 



1 = 



En posant 



(D) 



il vient 



r F(ô", f j rff = 27r/(cosô'), 



r r p. F(e". f ) sinô" </(/" é/.|," =. 2ff f\j{cosQ") sinÔ* </(S'. 
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intégrale qui |)eut se mettre sous la forme 

•-'-I 

en posant /> == cos9", en se rappelant que P, ne dépend que de p. * 
La série (B') peut alors s'écrire de la manière suivante : 

en s'arrétant au terme dont Tindice est /. 

Mais, si Ton se reporte à la formule (i6) du n^ 55, on voit que 
cette formule revient à la suivante 

d'où, en intégrant par parties, 

Or, nous avons 

•p^— I, Py^. = I pour/? = i, 

P,= (^i)S P,.,, =(-,)'*• pour /?=-!. 

De plus (56), P,, Piv, tendent vers zéro quand i croit indéfiniment; 
nous avons donc, comme limite, 

S = f{ij, 
ou, en se reportant à la formule (D), 

S= ^ ff{0', f) d^" pour 6" = o. 

Mais pour 6"= o, le point m vient se placer en A, et alors la fonction 
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F(5", I") devient F($, i^) et est indépendante deij*"; par suite. 

S=F(5,+). 

Donc la série S représente bien la fonction F(5.'j'), ce qu'il fallait 
étaUir. 

61. Expression d' une fonction d'une seule variable au moyen de fonc- 
tions sphériques. — Soient 

d la variable; 

r(cos5) = r(,a) la fcnction à développer; 

X; ce que devient 1: fonction Y,- quand on la suppose indépendante 
deij.. 

En mettant en évi ,ence la constante arbitraire qui entre en facteur 
dans X,-, nous pourr ms poser, d'après le numéro précédent. 



F(^j= Ja,X,. 



Au lieu d« l'équat jn (4) du u" 51, nous aurons la suivante. 



(B) 



'V-)-, 



-i[i-^-\)\, = a. 



dont la solution sera donnée par la formule (7) du n" 52, en y faisant 
n = o, soit 

m \-,i' '<'-'' „.-. I '•('-■)(i+i)(i-3) i.'-' ,,, 



(') L'i;qualion{B)estencoresatisfaîle par l'expression (7') du même numéro 52, 
D y supposant /i =; o, savoir 



"4(iV o' 



.■.■("■-n)(i+2) ' 



Eii ajoiitani celle expression iiiiilti|itiée par 



instante arbitralr 
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Les formules ( ap) et (3o') du n° 59 donnent, en y supposant 6' = o, 
<|.'=o,P,= Y, = X„ 

(D) f XiXjd[i = o, 

•- -I 

Si donc nous multiplions l'équation (A) par X/.i/|ui» et si nous inté- 
grons entre les limites — i et i , nous aurons, pour déterminer A,, 

(E) A,=.^£'x,F(fx)4A. 
et le problème est complètement résolu. 



sion (C) multipliée également par une constante arbitraire, on aura l'intégrale 
générale de Téquation (B). 

Cette intégrale peut se mettre sous une autre forme. Posons X/-=: zy, y dési- 
gnant l'intégrale particulière (C). En substituant dans Téquation (B), on trouve 



d^z 

d^^ 

dz " 


X 




dM. 







d'où, en désignant par C et C deux constantes arbitraires, 






et enfin pour l'intégrale cherchée 
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S V. 



DU MOUVEMKNT VAnili DE LA CHALEUR 
CAS LE PLUS GÉNtmL. — APPLICATIOI 



■SE SPHKBK DANS LE 
CHALFUB CENTRALE 



62. Siipposoiis qu'une sphère homogène soi I placée dans tin milieu; 
que. à un instant déterminé pris pour origine du temps, la répartition 
de la lempérature extérieure ait Ueu suivant une loi doimée ; enfin que 
la température du milieu, au contact de la surface, dépende de la 
position de chacun des points de cette surface. Proposons-nous de dé- 
terminer la loi du mouvement de la chaleur dans la sphère dont nous 
désignerons le rayon para. 

Nous avons vu (HO) que l'équation du mouvement delà chaleur en 
coordonnées rectilignes, ou 



est satisfaite par le produit de trois facteurs dépendant du temps, 
mais ne renfermant respectivement que les variables x, y et z. En par- 
tant de là, on peut se demander si l'équivalent de cette équation en 
coordonnées sphériques 



!,'} 



:(' 



' d^ 



>p\ _ y rfv 



ne peut pas être aussi satisfait par le produit de trois facteurs dépen- 
dant de l, mais dans lesquels il n'entre respectivement que l'une des 
variables r, p., ^. 
Posons d'abord 



(z) --V = 

l'équation précédente de\'ient 

(3) Mrf? - Ki w,)-*-,■À;('■ 



L', 
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Soit maiiitenaiU 

m étant une constante, p une fonction de r, et Y une fonction de [i et ^. 
En substituant cette expression dans l'équation (3), on trouve 

En désignant par /un nombre entier positif quelconque, posons 



P 

roii 









p = o. 



L'équation ( 5 ) devient, en afTectant Y de l'indice (, 

équation connue dont nous n'avons pas à nous occuper quant à pré- 
sent. 

(k>. Il nous reste à intégrer Téquation (G) ou du moins à y sîitisfaire 
en vue du problème proposé. 

Supposons que p soit développableen une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de r à partir de Tune de ces puissances dont nous 
déterminerons ultérieurement l'exposant. Désignons par v un nombn? 
entier positif quelconque et par Çv "i^c constante. 

Posons 

(8) p = vç,r\ 

En substituant cette expression dans l'équation (6) et égalant à zéro 

21 
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le coefficient de r*^^, on trouve 



(î)) 



/«';,-, 



Çv— (V-/-I 



)(v + l) 



Pour que Çy "c devienne pas infini, nous ne ferons commencer la 
série qu'à partir de v = i, et, en prenant Ç,- = i , nous aurons successi- 
vement 



?l t-2 , .' ,* 



nv 



'i' 



I)' 






m 



Ç/-^c — ~" 



1 . 3 ^ / H- 3 ) ( « H- 5 ) 

1 .3.5(/ -i-3)(/ -h5)(i H-7) 



Nous avons donc, comme intégrale particulière de l'équation (6)^ 



(lo) 



^ = r 



I — 



m^r^ 



m^r^ 



»l' 



3^ 



1.3(1 4-3)(i-h 5) 



i.3.5(£-H3)(/-h5)(iH-7) 



1 
• . • I • 



Nous obtiendrons ime seconde intégrale particulière de la même 
équation, en supposant que p soit développé suivant les puissances 
négatives der. En changeant v en — v dans Téquation (g), on trouve 

^ — _ f v -i-/— |)(V — O; y 

Iji série ne devra commencer qu'à partir de v s= i, et, en preiiaiil 

Ç_, = I, on Irouvc 

^ 2(f 4- a) 

»-3 — ;;;« ^ 



b-5 



3.4f«-+-2)(/4-4) 



//l' 



•l'où, pour la seconde solution cherchée, 



iio'j 



I 

r 



I - -— : I "T" ■ 



//i' r^ 



m^ r^ 



• • • I • 
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En ajoutant les expressions (lo) et (lo'j après les avoir uiultipliées 
par des constantes arbitraires, on obtiendra Fintégraie générale de 
Téquatiôn (6). Mais nous n'avons pas à tenir compte de la solution 
(lo'), parce qu'elle devient infinie pour r = o. 

<>i. On peut mettre l'intégrale de l'équation (G) sous une autre forme 
(|ui nous sera plus avantageuse en ce qui concerne la condition relative 
à la surface de la sphère. 

Si nous posons 

iii) P = w/-', 

ré(|uation précitée devient 

V ^/* /i 2 / du //i* 
; 1 2) -7-5 7- H — -11 = 0, 

' dr^ V dr à* 

équation dont nous avons donné l'intégrale sous différentes formes aux 
n"* 26 et suivants. 

Nous aurons notamment pour l'intégrale particulière,. qui ne devient 
pas infinie pour r = o, 

il = Br* ^-' I cos (m - cos5 ] sin^'""* 6//ff, 
par suite 



I4-I' /■•• 



: 1 3 j û = ( - I I c6s f m ' cosô j sin'-^' ''* 5 r/5. 

lui prenant la constante égale à -q:^» Legendre est arrivé h repré- 

senter p par la somme\le deux termes proportionnels à cos{mr-h î) et 
à sin(mr-!- s), 6 étant une constante. Poisson, en s*inspirant de Tidée 
de Legendre, est parvenu a une autre expression qui se prête beaucoup 
mieux au calcul relativement à la condition à la surface, et que nous 
allons faire connaître. 

Désignant par v un nombre entier positif, cherclions à satisfaire à 
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Téquatioii (12) par une suite de la forme 



v = 



V 



Eu substituant et égalant à zéro le coefficient de r^*, on trouve 



(y 4- l)(2I — v)Av^.^ -h 2 — \ — I (/ — v) Av = O. 



/n r 
a 



Nous avons donc l'intégrale particulière 



' • L i^ \ ^ / I -2.3. . .V. 2/(21 — I)...{2I — v-hl)j' 

V s 1 



cette suite est limitée et comprend /-+- 1 termes. 



En remplaçant dans la formule précédente \J — i par — \/— i, A© par 
A'^, nous aurons celte seconde intégrale particulière 



L ^ \ ^ / 1. 2. 3. ..V. 21(31 — 1)...(2« — '»'-Hl)J 






La somme de a. -+- u^ ou 






^(2/nV-i)4Ao(-iK'^'^"' 



» = I 



Aft^ « I r; — : 7 ; — : 

^ J 1.2... .V.2|(2« — l)...(2l — v-hl 



) 



sera l'intégrale générale de Téquation (i 2). 

Remplaçons maintenant les exponentielles imaginaires par leurs ex- 
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pressions Irigonométriques et posons 



a*/w*i(i — i)-; '^^m^iii— i)(/— ii)(i — 3) -T 



1,2.21(21 — l) I . a . 3 . 4 . 2 /(S« I — l)i2t — 2){2l -- S\ 

/ -V / ami- 2'//i'm— i){i — 2) -z 



• • • ♦ 



l.2« l.2.3.2«\2l — l)(2l— 2) 



r* 



1.2. 3. 4-5. 2 1(2 i — l)(2l — 2)(2/ — 3)(2/ — \) 

Désignons par C et C/ deux constantes arbitraires substituées à A^, A'^ 
dont elles dép(»ndent, nous aurons 

u = C( Xsin/w X'cosm- ) -hCfXcosm - -+- X'sinm- U 

\ a aj \ a a) 

et enfin 

j ù = C/-' (\ sin/w- - X'cos/w- ) 
(.G) V \ " "^ 

4- C'r~' ( X cosm - -+- X' sinm - ) • 

\ a a) ^ 

m 

Pour de très petites valeurs de r, le second lermc de cette expression 
se réduit sensiblement à C'r*' qui, devient infini pour r= o. Il faut 
donc que C soit nul, et alors nous aurons simplement 

{}&) û-r-'fxsinm^ -X'cosm^), 

en supposant (^=1, ce qui est permis, attendu que ce coefficient 
ne ferait que multiplier les deux constantes arbitraires que renferme Y,. 
L'équation (i) sera donc satisfaite par 



(17) V = P-Y.V"""'' = RY,e 



1 



en posant 

(•8) B = ^ 



l'(8 Tllt^oniR AKALTT[Q(i£ DE LA ClMtEUD. 

16. Condition relative à la surface. — Soit V la tenipérature du mi- 
lieu au contact de la sphère qui peut varier avec fi, il- et t. La coiulitiou 
dont il s'afîit est la suîvanle 



119) 



dV 



;(v-v') = 



Les foriiuilcs(i}el(if)) étnil lini'aires, V se romposc de deux parties. 
l'une dépendant de V ou des causes échauff;intes ou rcfroidissaples 
de l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui résulte uni- 
r|U('m('nt de la niHiiière dont la chaleur a été priinilivcnient dans hi 



(»(». Partie de latenipérature dépendant de l'état initial. — Nous devons 
ici sithstiluer à la condition (19) la suivante 



(19') 



lour /■ = a. 



qui correspoiul à rhy|)othèse d'iuie teni[)érature extérieure constante. 
V représentant l'excès de la tenipérature sur cette constante. 
'En suhstituant l'expression (1 7) dans cette condition, on trouve, 

, > d> /i i\ 

( 20 j T-'^ 9\ - 1 = o pour r ^ a, 

on. en vtitn de l'équation (1 G'), 

dette équation fera connaître les valeurs ennonihre infini que l'on peut 
iiltrihucr à m. 

Dorénavant nous désignerons par p„„, Rj„ les valeurs de p, R 
qui correspondent an nombre (' et à la racine m de l'équarion ( 3iJ. 

A la solution 
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lie Téqnation (i) nous substituerons la suivante, qui est beaucoup plus 
générale, 

(:j2) V=y y, 2R,,„e' ""==''. 



» - 



le signe i se rapportant aux racines de l'cquation (21). Nous ver- 
rons plus loin que celte solution satisfait à toutes les conditions du 
|.rol)lènie. 

67. Propriété des fonctions R/,^ — Soient /n, m' deux racines de 
Téquation (ai); p/,;,, p^v les deux valeurs correspondantes de p. l)e 
Téquation (G) on déduit 



^"-'h"S -'■('■ -+-')] 






Retranchons Tune de Taiitre ces équations, après les avoir multi- 
pliées respectivement par l\i„^(lr, Ui^df^y puis intégrons entre les limites 
r=: o, r = a, nous obtiendrons 

D'après la formule (i3), ^-^> ^-A^ sont nuls pour r=o. D'autre part, 
Téquation (20) donne 

> pourr = a, 

dr ^ """{,1 a) "' ' 

d'où ii suit que le second terme de l'cquation (23) est nul. et que 
l'on a 

(24) f r*R„„R,vrfr = o, 

lorsque m est différent de m'. 
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(î8. Dc/erminalion des fondions sphériques donl dépend la tempéra- 
ture, dues à l'état iniiiaL 

Soit F(v, jx, ij<} la fonction donnée qui représent*' la tem|K>i-aliiie 
initiale. Nous avons 

(»5) r(r.pi.t)=^Y,iH„.. 

l)e cette équation on dédiitt d'abord (59) 

f dix' f F(r,;jL'.4.')P,rff =;^^2R„„. 
priis 

(a(ij /' rUi„„dr f d'L' f V{r.}i\<^')\',d^-=^^ f {/-R.^jVr. 

Soit 

(37) F(r.fi,^<)=^Z,- _ 

le développement de F en série de funetions sphériqnes, lesqnelles 
dépendent de r. 

I.'éqii.ition (af)} se transforme dans la suivante 



d'où 



f i-^R,„Z,dr 
I (r]\>„ydr 



et ie problème j>roposé se trouve iiinsi résolu. 

On remarquera que Y, doit nécessairement être indépendant ilu 
flioix de la racine m de l'équation (at). 

(>9. Température Jinale de la sphère. — L'éqiialîon f ai ) a une racine 



I 
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luille, comme on le reconnaît immédiatement d*ailleurs en portant la 
valeur (i3) dans la condition (20). Cette racine correspond à l'état 
d'équilibre de température. Dans ce cas, l'équation (12) se réduit à 

d*u 11 du 

dr^ r- dr 

r/intégrale particulière de cette équation, qui ne devient pas in- 
finie pour r = o, est, en désignant par C, une constante, 

d*où 

Or la valeur de pi ne peut satisfaire à la condition ( 20) que si Q = o. 
Donc l'état initial de la chaleur de la sphère n'a aucune influence sur 
sa température finale, qui ne dépend dès lors que de la parlie de la 
température extérieure V, laquelle est indépendante du temps. Soit 



■'=îv; 



1 = 



le développement de cette partie en fonctions sphériques. Commr 
nous avons ici pour l'expression de la température station naire 



V^-^Y,C,r,, 



la condition (19) donne 



1=0 



|;[v,c,(,v-.^)-|]=o, 

i . 



(»t il faut que chacun des termes de cette somme soit nul, ce qui 

exige que l'on ait 

Y = Y' 

r — ' 



/ m 
al n 



) 



22 
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On a donc pour l'expression de la température finale 



(=9) 



^(O'ttt^- 



^ 



r^i valeur complète de la température, abstraction faite de l'in- 
fluence des ternies variables de V, s'obtiendra t'n faisant la somme des 
expressions (ag) et (22), en ne considérant dans la seconde que les 
racines m différentes de zéro. 

70. Avant-dernier état de la chaleur dans une sphère d'un grand 
rayon. -~ T/équation (ai) peut se mettre sous la forme suivante 



{■"■) 






Si l'on suppose que a soit Irôs grand, cette équation se réduit approxi- 
mativement à la suivante 



{■"■) 



X^sinm — X' cosm = o. 



En laissant de côté la solution m = o. la plus petite racine de celte 
équation est m = tt pour i = o, est comprise entre Ji et - ti pour 1=1, 

3 
entre -n et an pour t =^ 3, etc. 

Au bout d'un temps suffisamment long, il ne restera dans l'expres- 
sion (22) que rexpouentielle qui a le plus petit exposant. Or, pour 
I := o, l'équation (21') devient 

siuml j H cosm = o, 

d'où, en ne conservant que la première puissance de — - 
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La formule (i6') donne alors 



r ( n\ 

a\ a) 



Cl Téquation (22) se réduit à 



(3o) V = G^sin«C(, _ «)e-B('-S)]\ 

en représenlant par G la constante Yq, Au centre la partie variable 
de la température sera 

et à la surface 



{30 



Y. = C.5e-[-(-=>]\ 



'' a 



Le rapport de ces deux quantités, ou 



\a \ a) n 



est donc extrêmement grand. 
Désignons par 

la variation que subit la température de la sphère à une profondeur 
très petite g au-dessous de la surface; en se reportant à la for- 
mule (19'), on a 

(33) AV=iV„, 

et, en vertu de Téquation (3i), 

(32') AV= -GTre t"^'"(' '^^^ '• 

m 

71. Application à la chaleur centrale delà Terre. — Nous suppose- 
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roiis que la Terre est liomogèiie en lui attribiuirit, si l'on veut, sa 
moyenne densité. A la surface la température moyenne, ou la porlion 
de V indépendante du temps, est assez bien représentée à différentes 
latitudes par la formule suivante, due à M. Brewster, 

V'= -i7"78-f-/|5*'28\/i - ij.\ 

c'est-à-dire par la somme de deux fonctions sphériques dont l'une est 
de l'ordre zéro et l'autre de l'ordre i . Si la Terre avait atteint son étal 
d'équilibre de chaleur, on aurait, d'après la formule (39). 



(33) 



- 17 ; 



45" 28 



r y/r— |i 



et cette température finale, en raison de la grandeur du rayon ter- 
restre, éprouverait des variations très lentes près de la surface et qui 
seraient insensibles dans les mines les plus profondes. L'augmentation 
. de température observée à mesure que l'on pénétre dans l'intérieur 
de l'écorce terrestre, et qui est de 1" pour 33" de profondeur, semble 
indiquer que notre globe n'est pas arrivé à son état final de tempéra- 
ture, et nous sommes alors conduit à étudier ce qui peut résulter de 
l'hypotbèse ou sa cbaleur propre serait parvenue à son dernier état de 
mouvement, défini dans le numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque actuelle pour origine du temps, en 
considérant l comme négatif ou positif, selon qu'il s'agira de temps 
passés ou à venir, 

f^ forumie (33'} se réduit à la suivante 



comme on a AV. 



r pour 



= 33"", on déduit de là 



(34) 



Soient F une constante, /la longitude du Soleil, e -.-- a — r une très 



^ ^ 



dr^ 


K* dl ' 


d*\ 
dO 


I d\ 
"" K« t/r 
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petite profondeur au-dessous de la surface de la Terre, V"= Fsin// la 
portion de la température extérieure V due à Taction solaire. 

Pour des points très voisins de la surface, c'est-à-dire pour de très 
grandes valeurs de r, Téquation (i) se réiluit sensiblement à la suivante 

d*\ I d\ 
ou à 

1.^1 condition (jc)j devient 

(36) — = - V — Fsin// pour g -- o. 

Posons 

(37 ' V = wsin// -r- i*ros//, 

en désignant par u et (^ deux fonctions de î. 

L'équation (36) se décompose dans ces deux autres 

i d^ /^ , 

( dt* ~~ K«"' 
avec la double condition 



(du I -,. 



(36') '. pour g = o. 

Si A et a représentent deux constantes, les équations (35'; sont sa 
tisfaites par 

V = Atf" Vi «cos ( i /- ^ -^- « ) » 
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En changeant de signe le radical et rempUirant A et a jcir d'autres 
constantes, on aurait deux autres intégrales, et par suite les intégrales 
générales des équations (35'). Mais nous ferons abstraction des deux 
dernières intégrales particulières, parce qu'elles dépendent d'une ex- 
ponentielle dont l'exposant e^t positif. D'ailleurs, les deux pre- 
mières (38) nous suffisent pour résoudre la question, puisque nous 
n'avons que deux conditions (36'). Pour déterminer les constantes, 
ces conditions donnent 



(59) 






■-^\/îK 



Enfin les équations (3^) et (38) conduisent à 

(So) v=AcV;;si„(;,_y/I^-s,). 

Saussure a reconnu par l'observation que, à une profundeui- de 
t}'",(io, le coefficient de la variation annuelle de V est égal ;i - de sa 
valeur, ce qui donne la relation 



.-¥\/L 



d'où 



Eu observant le maximum île la température auiutelle a l'aris, 
iiaxinunn qui correspond à 

siii(// — aj = 1, d'où ll = --ha. 
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on a été conduit à prendre 

(/ia) tanga = 0,6. 

« 

Eu ayant égard aux valeurs (40 et (42)» la seconde des équa- 
tions (39) conduit à 

(/|3) 71 = 5,796. 

La formule (Sa) donne, par suite, en y faisant AV= i, £= 33°\ 
conformément à ce que l'on a vu plus haut, 

(44) ¥,,= 0,1754. 

Si nous prenons maintenant le siècle pour unité de temps, nous de- 
vons prendre / = 27: x 100, et Téquation (4 1) donne 

En négligeant - devant l'unité, la température à la surface au bout 
du temps ^ sera donnée par la formule (3i), qui devient 



11443/ 



('|5) V„=o,i754e ••". 

En établissant un parallèle entre les plantes dont on retrouve les 
traces dans les schistes houillers et certaines plantes qui croissent dans 
la zone torride, on a été conduit à admettre que les premières avaient 
du croître dans un milieu dont la température était de 35*^. La tempé- 
rature de la Terre serait donc abaissée à la surface de 20". En supposant 
donc V,,= 20 dans la formule ( ^|5), on trouve 

— / = 4^4 ^00 o^^* 

Ainsi il se serait écoulé plus de quatre cent millions de siècles depuis 
la période houillère jusqu'à nos jours. 
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M 



G KM 



t . Dans l'exjmsé suivant, nous n'avons aucuiif prétention à t'invfn- 
tion. Nous n'avons pour objet que de coordonner, à notre point tk' 
\ue. les résultais non sujets à contestation obtenus par Poisson et ses 
savants successeurs, Gauss, Green, Claiisius, llertrand, etc. 

Sans remonter pbis haut, nous trouvons la fonction îles forces dans 
les Œuvres <\t' Laplace et de Lagrange. Plus tard Gauss désigne cette 
fonction sous le nom de potentiel, expression qui est devenue depuis 
<run usage générai dans l'enseignement. 

L'emploi du potentiel en électrosUUiquc est souvent entaché d"<»li- 
scurité, à ce point que bien des géomètres physiciens ont prétendu 
que l'on y faisait une trop large part à l'arbitraire et n'ont pas, par 
suite, montré une grande sympalhie pour ce genre de recherches. Nous 
nous sommes surtout attaché à faire disparaître les ambiguïtés. 

Les formules de Green se manient avec la plus grande sûreté lors- 
qu'on y regarde d'un peu près; elles n'ont d'ailleurs d'autre objet 
que de conduire immédiatement à certains résultats généraux cl de 
supprimer des combinaisons pénibles d'intégrales définies, auxquelles 
on est conduit en suivant la voie ordinaire tracée par la Mécanique 
rationnelle. 



2. Pour expliquer les faits qui 



rapportent à l'électricité à l'état 
-.3 



d'équilibre 
qu'il suit : 
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on a r<'cours à une liypotliiise que l'on 



leut résumer ainsi 



^ 



« Lorsqu'un corps n'est pas électrisé ou qu'il se trouve à l'élat na- 
turel, dans chacune de cesmolécules se trouvent concentrés deux fluides 
impondérables, en quantités égales censées indéfinies, qui sont à l'état 
de combinaison. Quoique ces deux fluides se neutralisent ou qu'ils ne 
produisent aucun effet physique, on est cependant convenu d'appeler 
fluide neutre leur état de cunibinaison. » 

Pour que le corps soit électrisé, il faut qu'il y ait décompositiuu par- 
tielle du fluide neutre dans ses deux éléments et que, par un procédé 
(juekoiique, on ait fait disparaître un de ces éléments, ou encore 
que l'on ait réparti ces mêmes éléments sur deux parties distinctes du 
cor|)S. 

Les deux éléments du fluide neutre ont reeu respectivement les noms 
t\e fluide positif eX à*; fluide négatif . Quoiqu'ils n'aient qu'un caractère 
fictifs, on suppose qu'ils jouissent des propriétés de la matière; c'est 
ainsi que l'on considère une molécule matérielle électrisée comme 
renfermant une molécule électrique, dont la masse mesure l'(n/e«5i'/d de 
l'éleclricité. 

En partant de là et des lois de Coulomb, on a été conduit à poser 
ce principe élémentaire : 

Deuj: molécules s' attirent ou se repoussent, saiitinl qu elles appartiennent 
aujr deux électricités de signe contraire ou à la même électricité; leur ac- 
tion mutuelle est proportionnelle à leurs masses et varie en raison inverse 
du carré de leur dislanve. 

Nous admettrons que chaque masse électrique élémentaire a une 
valeur algébrique et qu'elle porte avec elle le signe de l'électricité à 
laquelle elle appartient. Ainsi, si m est la masse d'une molécule élec- 
trique appartenant à l'électricité positive, elle devra être prise en va- 
leur absolue; si ni, est la masse d'une autre molécule électrique agis- 
sant sur la précédente, elle devra être considérée comme positive ou 
négative selon qu'elle appartiendra à la même électricité que m ou â 
l'autre électricité. 
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En (It'sigiiaiil par r, la distance des m, m',, nous rcprésentprons 
par 



leur action mutuelle, qui sera positive si c'est une répulsion et néga- 
tive dans le cas contraire. Nous supposons ainsi que l'on prend potir 
unité de force électrique l'action mutuelle de deux masses électriques 
égales à l'unité, dont la distance est aussi égaie à l'unilé. 

IjC travail total de l'action ci-dessus, pour une varialion quelconque 
de /■,, sera aussi 

, rdr, mm', 
'»'>'s I —i ^= ~ 7-^ + const. 

3. Fonction potentielle et iiotenliel. — Soient 

m,, m'j, .,., m'^,... les masses de molécules électriques agissant si- 
multanément sur la masse m. 

•r,y, s les coordonnées du point m parallèles à trois axes rectangu- 
laires Ojt, Oy, Oz. 

x], y\, z\ les coordonnées semblables du point mj; 

r,-= yjyx — ^if-'r [y — ji)'-+- (s — z]Y la distance mm^-; 

X, Y, Z les composantes parallèles aux axes ci-dessus de la résul- 
tante r des actions exercéeS sur m par les m\. 

Nous désignerons sous le nom de /onction potentielle la fonction de 
X, V, s définie par 



(■) 



^-C^ 



et àe potentiel i\e la masse m l'expression 

(a) mV. 

Le potentiel n'est autre chose, à une constante près, que le travail 
total de F ou des actions exercées par les/n) sur/n lorsqu'on fait varier 
les distances r) de quantités finies. 
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Supposons que les molécules m|. forment une masse électrique telle 
c|u'on puisse la considérer comme continue; soient du un élément <ie 
volume en un point quelconque m' de cette masse, p la densité corres- 
pondante, positive ou négative selon la nature du fluide; comme 
nn peut prendre m' = p du, nous aurons, au lieu de l'équation (i), la 
suivante 



^ 



(3) 



^—h'T' 



l'intégrale s'étendant à toute la masse fluide. 

La fonction potentielle peut être étudiée indépendamment de toute 
idée de masse attribuée au point m ainsi réduit à l'état d'un point géo- 
métrique, point que nous désignerons sous le nom de centre potentiel. 
Eu faisant varier la position de ce centre, on n'obtiendra un potentiel 
que lorsque ce centre pénétrera dans l'intérieur de ta masse fluide rnn- 
sidérée ou dans une autre masse sur laquelle agit cette dernière. 

4. Propriétés du potentiel et de la fonction potentielle. — Les formules 
relatives à l'attraction d'un corps grave sur un (loint matériel (') s'ap- 
pliquent évidemment ici, en y changeant le signe de V, 

Nous avons d'abord 



(4) 



d\ 



d\ 



Concevons que l'on fasse subir à m un déplacement élémentaire d^ 
suivant nue certaine direction mS et soit Fj la composante de F suivant 
cette direction. Nousaurons, en égalant entre elles deux expressions du 
travail élémentaire, 

mdX ^ \\di_. 
d'où 



(3) 



Fe = m 



d\ 



C) Œarres de laplace, t. Il, liv. III; Ditiiabbl, Cours de Mécanique de 
l'École Polylechnii]ue (édil. de iS^â), I. H, p. i65 et siiiv ; H. Rksai. Traité 
'■lëmentiiire de Mvranique céle.Ue, Ç.h. III. 
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En désignant par C une constante arbitraire, l'équation en x,j-. z. 



représente une famille de surfaces dites de niveau. 

Si m est un point de l'une de ces surfaces, et si la direction de m Ç est 
comprise dans le plan tangent à celte surface, nous aurons, en vertu di- 
la formule (5), 

F{= o, 

et l'action exercée sur m est ])ar suite normale à la surface de niveau 
correspondante 

Soit (in la portion de la normale ù la surface de niveau ci-dessus, 
menée au point m, limitée par une autre surface de niveau qui en est 
infiniment voisine; nous aurons 



(6) 



P = m^ 



(')• 



(') 11 nous parait InlùressanL de trouvei' l'e\pi'c«sion de l'angle t'ormê |i 
jilanft tangents en deu\ points correspondants de deu\ surfares de niveau <- 



Soient {Jig. i) V — C, V =: C + rfC les équations de ces «iiirfaces (A) et (A,): 
n, les points ou la normale an point m de la (iremière rencontre la seronile "ii 




le {loinl correspondant de m. Nous prendrons pour plan de la figure celui de Tune 
des sections principales de (A) en ni, déterminant dans cette surface la courbe 
an' et dans l'autre le profil «,«',. 

Porlons sur na' à partir de in la longueur infiniment petite mm' — 'h cl dé-i- 
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Si le point m n'est pas compris dans l'intérieur de la masse fliiidc. la 
t'oiictioii potentielle satisfait à l'équation aux dérivées partielles sui- 
vantes : 
, , fpy d'\ (/'\ 



Dans If'cascoiitraire, on a 






(»> S -:;:?- S -4".- 






3 étant la densité du fluide au point iiitérieurm. 






jusqu'à sa rencontre fj avec m'tii\, nous avons, en supposant 


la parallèle 
la n.ns.-e m 


*fiile il 


dn - HiT^, 






dC. dC 












et, eii appelant (l'angle m\m,-/. 






r,„ mm' à. d. 






Si Ion distingue par un accent les valeurs de i el ds qui se i 
section principale, on a de même 




1 ilUll.' 



Prenons les dii-ectiuns ile mm,, mm' pour aies des s et des j~. l'équation du 
plan parallèle en m au plan tangent mené au point m, sera 

j: tang ("-+-/ tanfîi'— ; ^ o. 

l.e cosinus de l'angle cLerché y, que forme ce plan avec le plan Tmy. sera donné 



y'i-Hlang'(-t- taug'i' 

~^i — ^ /HE! ^ 

■^ ' ~ F' V rfï' ^ ds' 
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Enfin, si le point m se trouve it la surface, on a 



(9) 
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o. Niveau potentiel. — Si, à un instant queleonfuie, un corps con- 
ducteur possède une certaine quantité libre d'électricité, cette quantité 
ne subira aucune modification que si l'on se trouve dans les conditions 
suivantes : 

1° I^ corps doit être placé dans un milieu non conducteur, et qui 
exerce sur sa surface une pression supérieure à zéro ; -i" il ne doit st- 
trouver en contact qu'avec des corps non conducteurs; S" il doit ètn- 
suflisiimment éloigné d'autres conducteurs, pour que ces deniiei-s 
n'exercent sur lui aucune action appréciable. 

Si l'équilibre électrique est établi, les deujc Jîuidcs restfnl à Vélat de 
combinaison dans toutes les molécules matèrietles du corps. 

En effet, supposons que, en un point de ce corps, le fluide neutre se 
trouve décomposé en ses deux éléments égaux m et m'. L'un de cen 
éléments étant soumis à une atlraclion et l'anti-e à une répulsion, ils se 
sépareraient de plus en plus, c'est-à-dire qu'il y aurait mouvement df 
l'électricité, ce qui est conlraire à l'hypotbèse de l'équilibre. 

Ainsi donc il ne s'exerce aucune action électrique dans le corps à 
partir de sa surface, c'est-à-dire que l'on a 



X=o, Y = o, Z = o. 

ou, d'après les équations [l\), que la fonction potentielle n une valeur 
constante dans tout l'intérieur du corps. Cette constante, qui joue tui 



(' ) On ne donne pas généralemeiiL cette formula, mais on l'élahlil île I.1 mi^nie 
manière que la formule (8), par la considération d'une sphère d'un rayon infini- 
ment petit ayant son centre eo m. Maïs l'on voit ici que l'on ne doit considérer 
que la moilié du polenliel de ceUe ^pticre. 
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l'oit' important dans la théorie de rÉlfictrostatique, a rt'ru le nom de 
niveau potentiel. 

I^'équation (8) donne, pour l'intérieur du corps, p = o, ce qui de- 
vait paniître évident à priori. On déduit an là que le potentiel d'un 
point intérieur du contUicteur est nul. 

D'après ce qui précède, on voit que la seule livpotliése que l'on 
|>uisse faire est de supposer que réleclricitê forme une couche répandue 
.».ur la surface du corps, et que cette surface est une surface de ni- 
veau ('). L'épaisseur de ta couche, généralement variable d'un point à 
ini autre de la surface du corps, ne peut pas être appréciée; toutefois, 
on admet qu'elle est très petite. 

La couche électrique n'exerçant aucune action sur le corps, récipro- 
quement le corps, dans ses éléments, n'exerce aucune action sur la 
couche. D'où il suit que chaque molécule électrique de cette couche 
n'est soumise qu'aux forces répulsives provenant des autres parties de 
la même couche. 

La fonction [)olenlielle changera l)rusqueinenl de valeur quand on 
passera d'un point de la surface à un point de la couche qui en .sera 
aussi voisin que l'on voudra; il en sera de même lorsque l'on passeia 
d'un point de la couche à un point de sa surface extérieure; c'est ce qui 
résulte des équations (8) et (9). 

U. Densité électrique superficielle. Charge électrique. — Soient (/u un 
rlcmenl de la surface du corps; e et p l'épaisseur cl la densité corrcs- 
|)oiidanles de la couche électrique; on peut prendre du = tda, et l.i 
formule (i) devient 

Mais, comme il est impossible d'apprécier p cl £. il est plus simple 



(') La surface libre de la couche ne sera généralement pas une surface de ni- 
veau, quoiqu'elle ne soîl soumise qu'à une pression normale. En eflet, la ronili- 
tion qui eipHmerait qu'elle esl de niveau sera presque toujours Jnrnmpatilile 
nvec celle qui exprime que la valeur de la fonction potentielle de la cooche e-l 
constante pour tous les points du corps conducteur. La dislribtiliim des pressions 
ilans la couche diflï-rera donc quelque peu de celle que donne rHTdro-ilali(]nc. 



^ 
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h (-lanl ce que l'on est convenu d'appeler la densité superficielle de l'c- 
feclriciié. On a ainsi, pour ta fonclion poleiitielle. 



(,5) 



'-/■4 



et pour la masse de la couche électrique, c'est-à-dire la charge élec- 
trique du corps, 



(lU) 



M 



-/• 



Arfw. 



Des considérations qui précèdent, il résulte que l'éicctricilé peut 
être regardée comme formant, à la surface du conducteur, une pelli- 
cule sans épaisseur appréciable, mais ayant une densité constante ou 
variable par unité de surface. 

7. Relation entre deux charges que peut recevoir un conducteur et les 
deux fonctions potentielles correspondantes relatives à un mfme centre. — 
Si l'on subslitue à la coucbe électrique dont la densité superficiclli- 
est h une autre couche dont la densité soit proportionnelle à celte der- 
nière, la nouvelle satisfera encore à la condition de l'équilibre élec- 
trique, car, puisque V est constant dans l'intérieur du corps dans te 
premier cas, il le sera également dans !e second. 

Soient M' elV ce que deviennent M et V, lorsqu'on passe du premier 
état d'équilibre au second, en concevant le même centre potentiel. 
Nous aurons évidemment 



■7) 



et, en dislinguant par l'indice o les valeurs que prennent V et V 
lorsque le centre potentiel se trouve dans l'intérieur du conducteur. 
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On voit ninsi que deux charges électriques successives d'un même 
corps sont proportionnelles aux niveaux potentiels correspondants. 

On comprend ainsi ce que l'on doit entendre en disant que l'on Marge 
un corps à un niveau potentiel déterminé. 

Les formules (17) et (17') peuvent se mettre sous les formes sui- 



(18) MV'=M'V, 

(18'} MV;, = M'Vo. 

K. liappcl d'une formule de Green. — Soient 

U, V deux fonctions des trois coordonnées rectangulaires x,y, z, iissu- 
jelties, ainsi que leurs dérivées partielles, à rester finies dans un vo- 
lume terminé par une surface fermée ; 

du, dut deux éléments respectifs du volume de la surface ; 

dn une longueur infiniment petite portée à partir de la surface sur Va 
normale extérieure. 

On a la relation 

/rf'V d'\ 



, i\,/d'\ (l'\ d'\\ i\rfi\ J 

dans laquelle la première et la troisième intégrale se rapportent au vo- 
lume et les deux autres à la surface. 
Prenant U = i , on a simplement 

/AM r/d'V ^d'V , d'\\, r<i\' , 

9. Action exercée par une couche électrique en équilibre sur un point 
de sa masse. — ('.c problème comporte trois questions que nous allons 
examiner successivement. 
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i** Soient {fig. aj 



A,B,, A^Ba deux surfaces de niveau comprises dans la couche, qu'il est 
inutile jusqu'à nouvel ordre de considérer connue exlrènicment 
voisines ; 

rfw, = (i|i, un élément de la première d'entre elles; 

rfw, = Ojèj! l'élément de la seconde, déterminé par le lieu géométrique 




des courbes (') partant des points du périmètre de rfw,, et qui sont 
normales aux surfaces de niveau comprises eutre A|B,, A, B,. 

Supposons que A, B, soit celle des deux surfaces qui se trouve la plus 
rapprocliée de la surface du conducteur. 

Nous allons appliquer la formule (A') au volume a^a^byb^ Si l'on 
a égard à l'équation (8j, qui s'applique à tous les points intérieurs de 
ce volume, on voit que le premier membre de la formule précitée se 
réduit à 

'1 7Î / |9 du = /[ JT (/M . 

(/M étant la masse électrique coutenue dans le volume cousidéré. 

la surface latérale {a,a^.b,b,) ne donnera pas de terme dans le 
second membre de la formule (A'), puisque, en chactni deses points, la 
force lui est tingeute. L'élément fl^ij = rfw, donnera le terme 
I -^1 f/i)ï, et l'élément (/w,, le terme l-r-j d-j,; mats il faudra dotnier 
il cette dernière expression le signe — , si l'on continue à désigner par 



( ' ) Les courbes de ceUe nature ont reçu ile Furaday le nom de lignes de foret- 
( EjrperimenUd researches in electricily, t. I, p. 383 et suiv,), parce que la luii- 
gcnte en chacun de leurs pointa donne la direction ilc la Torce correspondanU-. 



r 
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dn la dislance du point a, de la surface A, B, à une surface de niveau 
qui en est infiniment voisine, et comprise entre e! le et AjB,, tandis que. 
au point de vue de la formule {12), dn a une signification contraire. 
Nous avons donc 

(«) ('£■)/'». -(s)/"' = '•"<'»' (■). 

ce qui exprime que la différence des forces électriques qui s'exercent sur 
deux cléments correspondants de deux sur/aces de niveau est égale au 
produit par \n delà masse électrique contenue dam le volume orthogonal 
déterminé par ces deux éléments, 

2° Sujiposons maintenant que A,B| soit la surface du conducteur; 
comme nous l'avons fait remarquer plus liant, le terme I — 1 rfa» cor- 
respond à un dé|»lacement normal dans l'inlérieur du corps ou la fonr- 
tioM potentielle est constante; ce terme est donc nul. 

En admotrant maintenant que la couche électrique soit extrêmement 
mince, que Ajlij passe par un point de la surface libre situé dans l'in- 
térieur de la surface latérale (a, a.^, b, h.^j, nous pourrons prendre 

h étant la densité de la couche électrique en a, ; en supprimant l'in- 
dice 2 devenu inutile, l'équation (a) se réduit ainsi à la suivante, 

qui exprime que : 

La force, rapportée à l'unité de masse exercée en un point de la couche 
électrique, est égale au produit par ^n delà ttensité superficielle correspon- 
dante. 

Z° L'action totale exercée sur la masse [a^a^. bfbj) sera 

hd(à.^7:li= 'in/i^ rfu. 

(') Ensupposanl rfM = 0,011 relomtie sur un tiiéorèoie de Michel Chasies. 
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Soient P la pression extérieure normale censée constante (pstiméo 
en unités de force électrique) exercée sur la pellicule électrique; Nj/m 
la réaction de ta surface du corps conducteur sur l'élément drù ; on a 

N = P- \nhK 



\ l'avons supposé, il faut 



Pour que l'équilibre ait lieu, comme no 
que N soil positif et que l'on ait, par suite, 

(20) max./i'< y^- 



Dans le cas de l'égalité, l'équililire serait instable et le fluide tendrait 
à s'écouler an point de la surface correspondant au maximum de A*. 

10. Distribution de l'électricité sur un ellipsoïde. — On sait qu'une 
couche bomogène n'exerce aucune action sur un poinf et son intérieur 
lorsqu'elle est limitée pardeux surfaceselMpsoïdales concentriques dont 
les axes coïncident en direction. On déduit de là qu'une couche élec- 
trique sur un ellipsoïde peut être considérée comme ayant une densité 
de masse constante p, et comme étant limitée extérieurement par une 
surface semblable dans les conditions ci-dessus défînies. II nous est 
inutile, jusqu'à nouvel ordre du moins, de supposer que la couche est 
extrêmement mince. 

Soient 

a, b, c les demi-axes de l'ellipsoïde, dont les directions sont Occ, Oy, 

Oz; 
X le rapport de siraililude de la surface libre de la couche : 
p la dislance du centre O au plan tangent mené au point [ x. ^, s ) de la 

surface du conducteur; 
e = (X — i)/ï l'épaisseur correspondante de la couche. 



Nous avons 



(«) 



M = Sita4c./i(X'-i), 
i h = p{\-,)p. 



1 
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d'où ^M 



r 



ou, en rem|)l.'irant/> par sa valeur en fonction des coordonnées, 

[c) 



■«ic(X»+X+i) 



^- 



Four déterminer !e niveau potentiel, nous pourrons prendre pour 
«■entre potentiel le centre O de l'ellipsoïde. 

Concevons un cùne partant du sommet O, et dont l'ouverture sphé- 
rique, iiifiuiiuent petite-, soit da. Ce cône déterminera dans la touclie 
un élément de volume que nous pourrons diviser en d'autres éléments 
secondaires par les surfaces infiniment voisines semblables à celle de 
l'ellipsoïde. 

Soient r, t' ^= m les portions d'une génératrice du cône déterminées 
par l'ellipsoïde et l'une des surfaces ci-dessus; la fonction potentielle 
d'un élément secondaire sera 

— pr'^d(ii-^ = pr* duiU du, 

fit, en intégrant entre les limites « = i, « = ?,, on obtiendra, pour celle 
de l'élément déterminé par le eiine. 



Ainsi donc nous aurons, pour le niveau potentiel cherché, 

l'intégrale s'ctendant à la surface entière de l'ellipsoïde. 

tioient 5 et ? les angles formés par r avec O- et ses projections sur 
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ce plan jrOy avec Ox; nous avons 

rf« = sinOdodO, 

i 

07 = rsinôcosç/, 
v= rsinScosç^, 
5 =z rcosS, 

et de l'équation de rellipsoïde on tire, par suite. 






sîn*Oc()s*o siii*6siii-o cos*0 



a^ b* r* 



r^i formule {d) devient ainsi 



** P ^ f ^1 sin*6cos*o sin'Ocos*© 






cos* 



OU encore 



(«)V.= -f<^ 



r''^ /»* ^^^ 



en posant u = cos9. 

Supposons d'abord que les trois axes soient inégaux et que Ton ail 

et posons 

.j cos*«p sin*:p -.j I cos*<p sin*o 

L'intégrale par rapport à a de l'expression [e) prend la form<» 




2 ^ B 

= ;^arctang^; 
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par suite, on a ^M 



i v. = -p(X'- I) f" . ''"' 

V\ -' * !>• )\o' -P JT) 

{/) 



i X arctaiigl / î" ^ ^ 

1 V rt' 6' 



intégrale qu'il est impossible de déterminer dans le tas général ; toute- 
fois, le problème se trouve ramené à une quadrature. 

Mais l'intégration s'effeetue facdement quand l'ellipsoïde est de ré- 
volution; admelton-tj en effet, (pie l'on ait a = 6, la formule (c) de- 



V. = -irp(X'-l)a'_£'- 



selon que a'^c ou a << c, ou que l'ellipsoïde est aplnti ou allongé, i 
trouve, eh ayant égard à la formule (a), 



1 V, = -ii(in{V-i]a'- 



Me 



(éT) 



v/?r 



V, = -2J!p 



v^ 



3 (X^i)M 

" (^•-^X + Ol/l- 
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Hypothèse d^une couche très mince, — Comme X — i esl très j)etit, 
nous pouvons faire X = i dans réquatioii (r), qui devient 

[C ) . A= 






Si Ton a a >- 6 >- r, le minimum de A correspondra a ^ — o, y == o, 
5 z= c, et sera 

et son maximum, 

i\T.l)C 

En portant cette dernière valeur dans la formule (i8j du numéro 
précédent, on trouve que, pour que la couche puisse être en équilibre, il 
faut que 

M<26cVl'. 

On voit ainsi que si Tellipsoïde est très allongé, ou si h el c sont très 
petits, il arrivera que, même sous une très faible charge, réleclricilé 
tendra à s'écouler ou s'écoulera aux sommets du grand axe, ce qui, à 
un certain point, peut exphquer le pouvoir des pointes. 

En éliminant z dans la formule [c) au moyen de Téquation de Tellip- 
soïde, on trouve 

(r.) h = 



Supposons que Tellipsoide soit asse/^ aplati dans la direction de O: 
pour qu'il devienne en quel(|ue sorte un plateau elliptique. A une dis- 

tance suffisante du bord, le terme c'( — v -H 7-5 ) sera très petit par rap- 
port à I — ^ — -7-, > et Ton aura sensiblement 

.Ml 
^= 7- 



i\T.att 






2 ) 
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Dans le voisinage du bord, i 1 — 4î devient, au contraire, très 

^ H- j^ j) et Ton a alors, à très peu près. 



-M I M 



f\T:ai)C 






Dans le cas d'une sphère dont le rayon est a, la formule {&) donne ce 
résidtal évident à priori 

En faisant X = i dans le troisième membre des formules (g) et 'A , 
on trouve 



M arclangy/^- 



ig') Vo--- ^.^--, 



I 

'- y c^ 

c 



/a* 



1 



M ' + 



Si a = c, on déduit facilement de ces formules la suivante 






qui est relative à la sphère et qui est évidente. 



§ III. — Des systèmes de conducteurs. 

1 1 . Condition d'équilibre électrique de deux corps conducteurs terminés 
par des surfaces parallèles (théorie de Green). — Ck)nsidérons deux 
corps conducteurs (A|), (A,) chargés d'électricité dont les surfaces 



•77 
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sont parallèles, très peu éloignées Tune de l'autre et séparées par une 
subslatice non conductrice (A). 




Soient [fig. 3) 

(), un point quelconque de la surface du premier corps; 

().., le point où la normale 0,z en O, rencontre la surface* du second 
corps ; 

0,07, O, y deux axes rectangulaires compris dans le plan tangent en O; 

e l'épaisseur constante de (A) supposée assez petite pour qu'on puisse 
négliger celles de ses puissances qui sont supérieures à la seconde; 

//,, ^2 l^'"^ densités électriques superficielles et V,, Vj les niveaux po- 
tentiels de (A,) et (Aj); 

V la fonction potentielle, variable d'un pointa un autre de (A). 

Nous admettrons, pour fixer les idées, que la surface de (A,) oppose 
sa convexité au plan tangent xO^y et nous désignerons par l'indice i 
les dérivées partielles qui se rapportent à l'origine O, . 

Nous avons 



(21) 






Pour un point infiniment voisin de 0| situé sur l'intersection de la sur- 
face (A,) et du plan 50,x, on a, en remarquant que dX = o et que 
dz est du second ordre par rapport à dx. 

Si Rj. désigne le rayon de courbure au point 0| de la section considé- 



.;8 



1 > 
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ree, on a 



dz = 






cl réquation précédente se transforme dans la suivante 






dx, 



(lonime cette dernière doit être vérifiée quel que soit dx^ il faut que 



^"^^ =o, I T77-J + ï7- ( :7r ) =-■ o, 



1» « 
ou 

(«) 



\ dx ) X 



fd*'\\ _i_ /^\ 



( 



dx^i 



l\^\dzj, 



' En désignant par R^ le rayon de courbure en O, de la section faite 
dans la surface de (A,) par le plan zO^y, on aurait de même 



iro 



{tX\ - _ _L {'!1\ . 



mais, comme (A) est extérieur à (A,), V doit satisfaire à l'équation (7) 
du n° 4; en substituant dans cette équation les valeurs (ft) ,(P) et dési- 
gnant par - la courbure n — h tt- de la surface en O, , on trouve 



( 



d^ 
dz' 



V\dzJ, 



L'équation (21) devient alors 



v.-v.-(m( 



l -h 



ar 



Maison a, en vertu de la formule (19) du n^9. 



(S).=^"^" 



1 * 



THEORIE DE L ELECTROSTATIQUE. I ^(J 

par suite 

'(v.2) v,-V.= 4^:^,(1 + 4)- 

Supposons maintenant que Ton place l'origine des coordonnées en 
O2 en dirigeant l'axe des z suivant OaO,; la courbure de la sur- 
face de (A2) en O2 sera de signe contraire a celle de la surface 
de (A,) en O,, mais pourra être considérée comme étant égale à 

r; en valeur absolue. De l'équation (22) on déduira ainsi la sui- 
vante 

(22') V,- V2=4^^/'2(«-"^,)> 

et de ces deux formules 

(23) A,= _A,(^i + f 

Soient rfw, un élément de la surface de (A, ) en O,; Jo), l'élément 
déterminé sur la surface de (Aa) par les normales menées aux dif- 
férents points du périmètre de rfo),, on a, aux termes du second ordre 
près, 



(») Soient 

mn=^ dsy mn' m ds' 

les éléments respectifs des deux lignes de courbure passant par le point m d'une 
surface, m' l'intersection de la ligne de courbure de même espèce que mn' passant 
par /i, avec la ligne de courbure de la seconde espèce passant par n' ; R, R' les 
rayons de courbure de mn et mn'. L'aire mnm'n' a pour expression 

diiiizz: ds ds'. 

Menons les normales aux points m, n, m'y n' jusqu'à leur rencontre avec une 
surface intérieure parallèle à la proposée et qui en est distante de e. Nous 
déterminerons ainsi sur la seconde surface un élément superûciel qui aura pour 
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d'où, an même degré d'approxioiatioo. 



A,</u, 



-A,rf», 



ce 4)ui exprime tjiie les quantités d'êteclricité qui se trouvent sur deux 
elémmls correspondu nls des sur/aces des deux conducteurs doivent élre 
égales et de signes contraires. Ce théorème s'étend évidemment à deux 
portions correspoodantes des deux surfaces, et, par suite, aux surfaces 
entière*. 

Si l'on néglige = de^'3nt l'unité, on a amplement 



a6 



h^ = 



1-e qui exprime que ta densité électrique superficielle de chaque conduc- 
teur ett proportionnelle à F excès du niveau potentiel de. l'autre sur le sien 
propre ei tarie en raison inverse de la distance des deux conducteurs. 

\j-s considérai ions qui précédent sont notamment applicables au 
condensateur, au carreau de Franklin et à la bouteille de Leyde. 

■Si M, et Ml sont les charges des armatures ' A, \ ' A,1 de la bouteille 
de I^vde, ïi la surface de cette armature, on a 



(•'?) 






Si e esl assez pelit pour qu'on pui**e en négliger la seronde pui^sa 
D qui n'est antre chose que la formule (aj) du te^te. 
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Nousadinedrons en principe que lorsqu'un corps électrisé par influence 
se trouve en comuiunication ai'ec la terre, son niveau potentiel est nul. Et, 
en effet, la fonction potentielle a la même valeur en un poinl quel- 
conque de l'intcrieur du système fortné par la terre et le corps; comme 
il y a dans la terre autant d'électricité positive que d'éleclrîcilé néga- 
tive, cette valeur est nécessairement nulle. La grandeur du rayon de 
la Terre suffirait d'ailli'urs pour justifier le pruicipe dont il s'agit. 

Si donc l'armature extérieure (Aj) de la bouteille de Leyde est en 
communication avec le sol, nous aurons V^ = o; sa charge sera 



(38) Mi=;^ = -M,, 

M| étant la charge de l'autre armature. 



12. Système formé dt conducteurs dont l'un enveloppe tes autres. — 
Soient (A,) le conducteur enveloppant; (A,}, (Aj), ... les autres con- 
ducteurs; M|- la charge de ( A,}. 

Considérons l'espace limité par les surfaces de tous les conducteurs 
ou plutôt par des surfaces de niveau extérieures qui en sont infiniment 
voisines. Pour chacun des points de cet espace l'équation (7) s'applique 
et l'équation (A') se réduit à 



iVlais, en remarquant que l'élémeritrfn doit être changé de signe, puis- 
qu'il est dirigé en sens inverse de celui qui se rapporte à la surface de 
(A,) et à la surface de niveau extérieure qui en est infiniment voisine, 
et désignant par h la densité en im point quelconque des couches élec- 
triques, la formule (19) donne 

-;- =— '{■an, 
an ' 

d où 

Jh dtù = Q, 
on encore 

M, -i-M,+ ... 
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Ainsi la somme algébrique des charges de tous les conducteurs est nulle. 

Supposons, en particulier, que le conducteur fA,) n'ait pas reçu de 
charge inttiiile, et qu'il ne soit ainsi électrisé que pur l'influence 
de (A,), (A,), ... : en désignant par M', la quantité d'électricité qui se 
trouve sur sa surface extérieure, nous aurons M', -i- M, = o, d'où, en 
vertu de la formule ci-dessus. 



M',: 



-M, = M,-t-M, 



ce qui n'est autre chose que l'expression de rette loi de Faradav : [.a 
quantité d'électricité induite sur un corps enveloppant est égale à la quan- 
tité inductrice. 

1 3. Conducteur présentant des vides intérieurs qui ne renferment pas de 
masses électriques. — Nous allons d'abord étahlir le lemtne suivant : 
Quand une surface feimée ne renferme aucune masse électrique et que 
vir cette surface la fonction potentielle a une valeur constante, cette 
fonction est également constante dans l'espace déterminé par la sur- 
face. En effet, en un point de cet espace, l'équation (7) est satis- 
faite. O n aura d'ailleurs y- = — 4~A = o, puisque la surface n'est 
pas recouverte d'électricité et que partout A = o. Liie formule de 
tîreen {') conduit au résultat suivant 









<py rf-v rf-Vv 



r/d\} d\ d\} d\ d\} d\\ 

J\d.r: ' 



djc Jy tif clz dz } 
Si l'on fait U =V, celle forniulL- se lédiul à la suivanle 



'H 



d>\ d'y rf'V 



^)-=^S-./( 



dV rfV' rfV 



qui est celle dont on fait usage dans te texte. 
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qui exige queV soit constant danslV-spaceconsiiléré. ce qu"il fallait éta- 
blir. 

Revenons maintenant à noire sujet et considérons un conducteur dont 
la surface extérieure est élertrisée, présentant des vides iiiténeurs qui 
ne renferment pas de masses électriques. 

Soient V, la valeur conslante de la fonction potentielle à la surface 
dune cavité ; K la valeur de la fonctioii potentielle en un point O du 
vide; Om un rayon quelconque partant du point O et rencontrant la 
surface en un point m. En suivant ce rayon, la fonction potentielle va- 
riera entre K et V, , et il y aura l'un n de ses points pour lequel la fonc- 
tion potentielle aura une valeur déterminée K' comprise entre K et \ : 
le lieu des points n sera une surface rentrant dans les conditions du 
lemnie précédent et dans l'intérieur de laquelle la fonction potentielle 
serait égale à K.'. taudis que, en O. elle est égale à K, ce qui est absurde. 
Ainsi, comme on ne peut pas supposer que K soit différent de V,. il 
faut que la fonction potentielle dans l'intérieur de l'espace vide ait la 
même valeur constante qu'à sa surface. 

II résulte de là que des cavités dans un conducteur n'ont aucune in- 
Jluence sur le mode de répartition de l'électi tcité sur sa sur/ace extérieure 
et q<£il se comporte comme s'd était plein . 

Vi, Théorème de Ctausius{' .. — Considérons un svstème composé 
de m corps conducteurs (A,), (.^a), ■■. (A,), ..., (A„) et supposons que 
ces corps aient reçu successivement deux charges électriques. 

Soient 

M,, M( les quantités d'électricité qui recouvrent (Aj) lors du premier 

et du second chargement; 
V,, y[ les niveaux potentiels correspondants, 

Concevons l'espace limite parles surfaces des conducteurs et parcelle 
<i'une sphère d'un rayon R aussi grand que l'on voudra qui enveloppe 
tous les corps et dont le centre se trouve dans le voisinage de ces 
corps. 

(') Annales de l'/iysii/ue etde Chimie de G. Wiedemann, p. 493 et suiv.; 

.87;. 
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Soient 

du un élément de volume de cet espace au point (a?, jr, z)\ 

V, V les valeurs des fonctions potentielles relatives à ce point lors de 

la première et de la seconde charge; 
r/w uii élément de Tune ou de l'autre des surfaces qui limitent l'espace. 

J^ formule (A) du n° 8 donne 

/\ i^dX, A / / d' V d' \ d' V \ j 

-\l ^' 7Z7. ^- - j ^ [d-.^ ^ dy^ ■"- 7Z?>'"- 

("iOmme il n'y a pas d'électricité dans l'espace ci-dessus défini et que le 
point (r, j-y z) est extérieur aux (A/), V et V satisfont à l'équation (7) 
et la formule précédente se réduit à 






Considérons d'abord la portion de l'intégrale du premier membre de 
(*ette équation qui se rapporte à la sphère et prenons pour centre O de 
cette sphère le centre de gravité des masses M|; si la distancer d'ini 
point quelconque (.r, y, c) à ce centre est suffisamment grande, on a 



ou 





■\r' — -'1/ 
V — > 

r 




dV 
dn 


d\' 

dr 


S M' 



et, pour la surface de la sphère, 

d\' _ s m; 

dn ~~ H* ' 

quantité égale à zéro si nous prenons R = x> , ainsi qu'il nous est 
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|>ermis de le supposer. Comme le même raisonnement s'applique à 

V » on voit que la sphère ne joue aucun rôle dans l'équation (a). 

Désignons par r/w,- un élément de la surface du conducteur (A,) ; V, 
et V|. étant constantes à la surface de ce corps comme dans son intérieur, 
I équation (a) devient 

Soient A,-, h^ les densités électriques à la surface de (A,) qui se rap- 
portent respectivement à la première et à la seconde charge; on a, en 
vertu de la formule (19) et en changeant le signe de rf/i, comme 
au n^ 12, 

et l'équation (p) devient 

V, fh\ d(a\ -h V. fh[^ du>'^ -+-..= V, fh drù , +- Y,, Çh,^ rfw.. H- . . . , 
ou encore ( * ) 

( «29) v.m; -\- v^m; 4-. . . = v;m. 4- v:inl -4-. . .; 

telle est la formule qui constitue le théorème de M. Clausius, et dont 
on déduit, comme conséquences, plusieurs autres théorèmes particu- 
liers, auxquels divers auteurs étaient arrivés auparavant, et que nous 
rappellerons dans ce qui suit. 

15. Supposons que le conducteur (A,) se trouve en communication 
avec la terre; on a (i i) V,= o. 

Admettons maintenant que le corps (A/) étant isolé n'ait point reçu 
de charge initiale; il ne sera électrisé que par influence, c'est-à-dire 
qu'il sera recouvert de deux quantités égales d'électricité de signt» 



(*) D'après M. Berlrand {Journal de Physique Aq d'Almeida, t. III, p. -3), 
cette formule aurait été antérieurement établie par Gauss. 
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roiilraire, ilo sorte que l'on a M, = o, M( = o. De ces coiisidéralioris 
rt'sult*' le théorènie suivant : 



Les corps qui, lors des deux charges, sont en communication nt-ec 
la Terre ou qui sont isolés sans charge initiale ne donnent aucun terme 
dans l'équation (29). 

16. Admettons ni.iîntenant, comme tout ce qui va suivre, que 
les (A,) autres que (A,) et (Aj) soient en communication avec la terre, 
ou que, étant isolés, ils ne reçoivent pas de charge initiale. L'éqiia- 
lion (29) se réduira à la suivante 



(3o) 



v,M', +VsM; = v,Mi + v;m,. 



17. Supposons que, {A, ) et (Aa) étant isolés et non électrisés, (A, ) 
seul reçoive une charge que nous désignerons par E. en développant 
dans (Aj) le niveau potentiel Vj; puis que (A^) reçoive la même charge 
en soustrayant (A,) à toute action extérieure. Nous avons 



M, 



m; 



M, = m; = 



3,) 



Donc, le niveau potentiel qui naît dans (Aj), quand (A,J a été seul 
chargé, est égal à celui qui naît dans (A, ) quand on effectue l'opération 
inverse et que les detix charges sont égales. 



18. Théorème de Riemann. — Supposons que, à la première charge, 
le corps (A,) se trouve au niveau potentiel R, que (Aj), mis en com- 
munication avec la terre, reçoive de ce corps par influence la quantité 
d'électricité Mj; puis que, à la seconde décharge, (A,) se trouve nu 
même niveau potentiel K, tandis que (A, ), mis en communication avec 
le sol, se trouve recouvert de la quantité d'électricité M',. Nous avons 



V' = 



v,=^v; = K, 
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et la formule (3o) donne 

(32) m; = M2. 

Donc la quantité d^ électricité qui, sous l'influence de (A|), s'est accu- 
mulée sur^k^) mis en communication avec la Terre, et celle qui s'' est 
accumulée sur ( A, ) mis en relation avec la Terre, par r influence de ( A j ), 
sont égales lorsqn^ilya égalité entre les niveaux potentiels pour ces deux 
charges. 

§ IV. — Du TRAVAIL DES FORCES ELECTRIQUES. — - DÉCHARGE*^. 

19. Expression du travail des forces électriques.— Soienl(A,),(A:i) ..., 
(A/), . . . des conducleurs chargés d'électricité et réagissant les uns sur 
les autres. 

Une modification introduite par une cause quelconque dans les in- 
tervalles intermoléculaires du fluide électrique donnera lieu a une 
production de travail mécanique dont la considération mérite un 
sérieux examen. 

Désignons par r la distance de deux particules électriques, dm 
et dm' appartenant au système des conducteurs ci-dessus désignés. 
Le travail élémentaire des forces électriques a pour expression 

dm dm' 



d^^jdjn^^^_jjdmj^ 



le signe de l'intégration s'étendant à toutes les combinaisons deux à 
deux des molécules électriques. 

Nous désignerons sous le nom de potentiel total du système élec- 
trique l'expression 

de sorte que nous aurons 

rfG = dW. 

En passant d'un certain état initial, que nous caractériserons par 
l'indice zéro, à un état quelconque, nous aurons pour le travail déve- 
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lo|)pé entre les deux états 

(ij ' c=W-W„. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, sî le fluide revient 
a l'état neutiv, on aura W = o, puisque toutes les masses électriques 
s'annuleront, et par suite 



Si Hous désignons par V la fonction potentielle de dm relative à tous 
les autres éléments du système électrique, et si nous considérons l'in- 
tégrale 

fVJm. 

étendue à tous les éléments dm du système total, les termes tels 
que ; — seront reproduits deux fois, et nous devrons prendre 



(3) 



^/' 



\dm 



Si nous remarquons que, à la surface de [Â,j comme dans sou in- 
térieur, V est constant ou égal au niveau potentiel V,-, pour ctiacun 
des conducteurs V sortira de l'intégrale, et l'on voit que. en dési- 
gnant par M,- la charge du conducteur ci-dessus, on aura 



ri) 



W= 



"(M.V.-^M.V.+ M.V, 



S) (Â,) est isolé et n'a pas reçu de charge initiale, le conducteur ne 
sera électrisé que par influence et renfermera, par suite, autant d'élec- 
tricité positive que d'électricité négative, et l'on aura M/ = o; si main- 
tenant ( A,) est en communication avec la Terre, on a V,- = o. De sorte 
que, dans les deux cas, (A,) ne laissera aucune trace dans la for- 
mule Cl). 



20. Décharge d'une bouteille dv Leyiie. - Soient i A, ) 
mature intérieure et l'annature extérieure, les deux seuls ■ 



■t lA.) l'ar- 
onducteurs 
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que nous avons à considérer; comme la seconde de ces armatures est 
censée mise en coinmunicîtlion avec le sol, nous devrons supposer 
V,= o; les formules (/|) et ( 2) nous donnent pour le travail efrcrtiiè 
après la décharge 



15) 



-M.V, 



ou, en ayant égard â la formule (27) du n" H, 

Ce travail, qui, pour une même bouteille, est proportionnel au carré 
(le la charge, est employé en partie à vaincre la résistance de l'air ou 
celle que présente un corps non conducteur traversé par l'électricité, 
ce qui donne lieu à l'étincelle; l'autre partie est transformée en cha- 
leur et correspond à la perte d'une demi-force vive, qui devra élre 
d'autant plus grande que la vitesse du fluide sera elle-même plus 
grande ou que la section et ta longueur du Ql de communication 
seront plus faibles. 

On explique ainsi pourquoi, toutes choses égales d'ailleurs, lorsque 
le fil est gros et couit^ l'étincelle est énergique et réchauffement du 
conducteur très faible, tandis que l'inverse a Ueu quand le Cl est long 
et d'un petit diamètre. 

Si l'on augmente la résistance à vaincre rn interposant entre les 
extrémités du Cl une carte ou une feuille de mica, l'étincelle est plus 
forte et réchauffement plus faible, comme M. Riess l'a reconnu par 
l'expérience ( ' ). 

21 . Décharge cTune batterie. — Considérons une batterie composée 
de n bouteilles identiques; il est évident que le travail effectué pen- 
dant la décharge s'obtiendra en uudtipliaut les équations (5) et {0; 
par n, et nous aurons notamment 



(I) Anitalea <le Poggendorff. l. XÎ.V. 
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Si M désigne la chaîne totale M,n, celle expression prend la forme 
siii\aiitc 

(7) - '^ = =?*. 

d'où celte loi, découverte expérimentalement par RI. Riess[') : L'è- 
iiergie totale d'une hatlerie est proportionnelle au carré de la charge 
el en raison inverse du nombre de bouteilles. 

1J2. Décharges incomplètes. — Supposons qu'après avoir chargé la 
batterie ci-dessus de n bouteilles identiques on réunisse les armalurcs 
inlérieures à celles d'une batterie à l'état neutre, composée de n' bon • 
teilles semblables aux précédentes. 

I,e travail accumulé Xi' dans la batterie de n + n' bouteilles s'ob- 
licndra en remplaçant n par n-{-n' dans la formule {7), puisque la 
iharce totale est resiée la même. Nous avons donc 



Mais le travail emmagasiné primitivement dans la batterie de n bou- 
teilles est fourni par la même formule (7). D'où il suit que le travail 
accompli dans la réunion des deux batteries a pour expression 



.-.^•^Jllfl !_\ 



ou encore 



(8) 



relation à laquelle M. Riess est arrivé par l'expérience. 

23. Batteries chargées en cascades. — Soieut(A,), (Aj), .... (A^) 
m batteries composées respectivement de n,, n^, .. ., n,„ bouteilles 
identiques; l'armature exlérieure de la n"™* batterie communique 

(') Plusieurs géomètres ont donné à l'eupression de G le nom d'énergie po~ 
lci,tic/lf. 
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avec le sol, tandis que rarmatiire intérieure de la première est en rela- 
tion avec une source dont le niveau potentiel est \^. L'armature inté- 
rieure de la première batterie reçoit une charge M, ; sur Tarmature 
extérieure il se développe une charge — Mj, tandis que la charge de 
Tarmaturc intérieure de la seconde batterie est M^ , le niveau potentiel Vj 
étant le même pour ces deux conducteurs, et ainsi de suite, en remar- 
quant toutefois que V,w= o. Le travail accumulé dans le système total 
est donc 

c- = - i(M^v,- M^V. + MaVa- MjVj-H ...) 



ou simplement 



e = _iM.V,, 



comme on devait le prévoir d'après une remarque faite à la fin du 
n° 19, 

Si nous prenons X = -^> la formule (27) du n® 11 donne 

V. -V. = -X^, 

V, ^v, = -x^, 



V„-() =-x^, 

"m 



M, 

On déduit de là 



en remarquant que la charge de chaque bouteille de (A,) est — ' 



et enfin 






si les bouteilles sont parfaitement fermées, les charges des deux arma' 
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tures de chacune d'elles^ sont égales, ou 

M, = M2= M3 =...; 
par suite, 

Dans le cas de deux batteries seulement, on a 



2 *\/î, Ht/ 



résultat auquel M. Riess est arrivé par l'expérience. 
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§ I. — COUHANTS CONSTANTS. 

1. Ix)rsque la fonction potentielle n^est pas constante dans Tinté- 
rieur d'un conducteur, l'électricité entre en mouvement et il se pro- 
duit un courant électrique. Si cette fonction est indépendante du temps, 
ce mouvement devient permanent au bout d*un temps très court, à 
partir de Tinstant initial, et le courant devi^*nt constant. Dans ce qui 
suit nous ne nous occuperons que des courants de cette nature. 

2. Loi de Ohm, — Soient 

A un point intérieur du conducteur ; 

V sa fonction potentielle; 

rAiijf un élément superficiel en ce point normal à une droite 0.r par- 
tant d'une origine O déterminée; 

(/^ la quantité d'électricité, rapportée à l'unité de surface, qui tra- 
verse rf^jp dans l'unité de temps, et qui ne dépend que de la position 
de A et de l'orientation de Ox; 

dx une longueur infiniment petite portée à partir de A sur la normale 



Ohm suppose que le /lux électrique q^ est proportionnel à la compo- 
dx 



saute -j- de la force qui agit sur A, c'est-à-dire à la cause de ce flux. 
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On a ainsi, en désignant pur a une constante, 

Cette expression n'est autre chose que celle d'un flux de chaleur 
traversant rfw^, en admettant que la température en A soit représentée 
par V. 

Si donc Oy, Oz sont deux axes rectangulaires dont le plan est per- 
pendiculaire à O^, et or^y, z les coordonnées du point A, nous avons 
réquation connue 

, , rr-y d'\ il^\ _ 

Mais on sait que, pour le point intérieur A, le second membre de 
cette équation, au lieu d'être nul, devrait être égal à [\Tzap^ en dési- 
gnant par p la densité du fluide concentrée en ce point ; d*où il suit 
que p = o, et comme conséquence : 

1** Le fluide se trousse à l'état neutre dans le conducteur; 

2.^ L'électricité qui donne lieu à la /onction potentielle^ cest-à-dire au 
MVE4U POTENTIEL, doit sc trouvcr sur la surface du conducteur ou à 
l'extérieur de ce conducteur. 

I^ flux principal, ou la plus grande valeur ^ de ^j.. . ., correspond 
au cas où Ox est parallèle à la normale en A a la surface de niveau 
passant par ce point; et, en continuant à désigner par dx un élé- 
ment infiniment petit de la partie extérieure de cette normale, nous 
aurons 

Nous rappellerons que q^ n'est autre chose que la projection de q 
sur Ox. 
On est convenu de désigner sous le nom àefl)rce électromotrice en A 

la denvee -7— • 
dx 

m 

3. Des conducteurs allongés dont la section est très petite. — Dans 
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CCS conducteurs, qui sont ceux que Ton emploie le plus généralement, 
on peut considérer la section normale o) en un point A de Taxe comme 
un élément de surface de niveau; et Ton a, pour la quantité de fluide 
qui traverse, dans l'unité de temps, cette seclion, c'est-à-dire pour Vin- 
tensité du courant^ 

4) i = a(ù-j-' 

(Lv 

Soient Vo, V, les valeurs de V qui se rapportent à deux points dé- 
terminés Aq, a, de Taxe du conducteur; / la longueur de Tare AoA,. 



Nous aurons 



>) 



' d.r 



,-v. = ./i 



ro) 



On est convenu de donner à la valeur V< —\'o le nom Ae force électro- 
motrice de la longueur AqA, du courant, et de représenter par -^ la 



<70i 



résistance à la conductibilité de l'élément linéaire dx. Nous représen- 
terons par 

la résistance totale de la longueur l du courant. 
Nous avons ainsi 

(7) Ri=V,-Vo. 

Si la section du courant est constante, on a 






cl 



(8) a=y(V.-^'o). 

Cette formule a été vérifiée expérimentalement au moyen du rliéo- 
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mètre, lorsque, ne changeant rien à la pile, c'est-à-dire à (V| — V© )• ou 
fait varier la section et la longueur du circuit. ' 

4. Loi de Joule. — Considérons un conducteur de la même catégorie 
que les précédents. 

Soient {fig- i) 
^0^0» ^1 ^1 l^s sections normales à l'axe du circuit en Ao, A| ; 

Fig. I. 




«0*0» à^b\ les sections que viennent occuper, au bout d'un temps 
infiniment petit rf/, les particules électriques qui se trouvaient pri- 
mitivement dans /7o &o» «I *i • 

Le travail des forces électriques développé dans le transport de la 
masse a^b^a^ 6, en à^b\a\ b\ ne peut résulter que du transport fictif de 
la masse «0*0 «0*0 égale à idt en a, b^ à^ b\ ( * ), puisque rien n'est changé 
dans la partie commune a'^i'^a, 6,. Le travail électrique effectué dans 
le temps dt est donc (V, — Vo)rf^ et, dans l'unité de temps, 

(9) 6 = »(V,-V,), 

OU, en ayant égard à la relation (7), 
(10) 6=l*R. 



(*) On admet ainsi Thypothèse des tranches dans le mouvement permanent des 
fluides. 
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Ce travail est équivalent à la demi-force vive de la m.isse électrique (", 
censée condensée en A^. en passant de là en A,, augmentée d'un terme 
proportionnel à la quantité <)e chaleur dégagée par le circuit. Si l'on 
considère la première de. ces quantités comme négligeable, c se Imu- 
vera ainsi transformée en une quantité de chaleur sensible ^, et l'on 
aura, en désignant par A l'équivalent mécanique de la clialeur. sous 
loute réserve du choix des unités, 



{■■) 



Ainsi donc /a quantité de chaleur développée dans le circuit est propor- 
lioiinelle au carré de C intensité du courant et à la résistance du conduc- 
teur. 

Cette loi, découverte expérimentalement par M. Joule, n'est (pi'uiic 
conséquence de celle de CHmi et vice versa. Qu'il nous suffise de dipv 
que nous avons déjà jusqu'ici une double justification des résultats de 
la théorie. 



§ II. ■- LOIIHAKTS ■ 



lERMO-ELECTRIQLES. 



.'>. Considérons un circuit formé de n 4- i parties ou éléments ap- 
partenant respectivement à différents métaux, et soudées les unes à la 
suite des autres. 

Si les soudures successives An. A,, .... A„ [Jîg. 2) sont portées à di- 




verses températures, il se développera généralement un courant élec- 
trique d'intensité i. 

Supposons,ponrfixerlesidées,soustoulesréserves,que A,, A A^ 

indiquent le sens du courant. 
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Pour expliquer le fait dont il s'agit, on a été conduit, par des consi- 
dérations qui appartiennent au domaine de la philosophie naturelle, 
et auxquelles nous ne croyons pas devoir nous arrêter, a admettre que 
le niveau potentiel change brusquement de valeur lorsque Ton traverse 
la soudure A^ Néanmoins, la formule (9), d'après la manière dont elh* 
a été établie, est encore applicable à deux sections infiniment voisines 
situées de part et d'autre de A^ 

( iela étant posé, soient 

Vv, V^i les valeurs du niveau potentiel aux extrémités Av, Av^., de l'une 

des parties du circuit; 
Uv la résistance à la conductibilité correspondante. 

Nous avons 

Kn faisant la somme de toutes les expressions semblables et dési- 
gnant par 

la résistance totale du circuit, il vient 

ou encore, comme il est facile de le reconnaître, 

.. 1-2) A£'=2(V: -Vv). 

H faut que le second membre de cette ex:pression soit positif pour 
c|ue le courant ait lieu dans le sens supposé ; s'il est négatif, le sens 
du courant sera changé; enfin, s'il est nul, il n'y aura pas de courant. 

6. Cas d'un courant bimétallique, — C'est le seul cas qui ait été 
étudié par les physiciens et qui offre, par suite, de l'intérêt. Nous avons 
ici simplement 

l'i] : __ ^0 — Vo~~(Yi Vt) 
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(jjmmc rinlensitc d'un courant lliermo-clectriquo est toujours 
faible, on peut négliger la quantité de chaloiu' 

r-w 

développéfe dans le courant, indépendante de celle qui se rapporte aux 
soudures Ao, A,. 
Soient . 

/„, /, les températures de ces soudures; 

Qo — \ — — '^ quantité de chaleur dégagée par la surface A^ dans 

l'unité de temps; 
Qi = — î-r — ^. la quantité de chaleur absorbée par la source froide A , . 

Comme le fluide électrique qui sert de véhicule k la chaleur revient 

I ig. 3. 



Vf/ X^i 






au même élat quand il a parcouru le circuit, on peut appliquer ici le 
principe de* Çarnot et écrire 

en se rappelant que a représente le coefficient de dilatation des gaz. 
On déduit de là 

v;-Vo v« - \\ 

m I ■ ' ' ' ■ ■ — • 

Nous représenterons ce rapport par — > et nous supposerons que K 
ne dépend que de la nature et des dimensions du circuit, et est par 
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conséquent indépt-odauldes températures dessoudures I^ifiirmule; i6) 
flevient alors 



(i4) 



-.K{t,^i,), 



i'( n'accorde avec lesrésullals des expériences de César Itccuuerel, lors- 
que l'excès de lempérature [/, — /, ) ne dépasse pas So". 

Au delà de celle limite, l' croit moins rapidement que Texcèsde tem- 
|K'rature. el son accroissement devient sensiblt-meiit nul et" même né- 
pTlif quand /, — l, atteint et dépasse ioo". On attribue celte irrégula- 
rité H ce que deux métaux eu conlarl, dont les lenipératui'es sont très 
difTérentes, éprouvent des niodiûcations dan« leur constitution, et 
qu'ils se comportent vis-a-vis l'un de l'aulre comme dns métaux d'une 
autre nature. 



m. 



Théorie rfe la pile. 



7, iJe lélerlrolyse. — On donne le nom A'èlectiolyte à toute sid>- 
slarice quiestcoraplélcmeiit décomposée dans ses éléments chimiques 
loi-squ'elle est traversée par un cotiranl. Si la déconipositlou n'a liew 
(pie partiellement, en d'autres lermes, si au moins un des produits de 
celle décomposition est encore une combinaison chimique, la sidistance 
«•si tiiie é/ectrolycale. 

I-ys expressions électrolvse et électrolysaiion sont îles dérivés de celle 
de éieclrolyte. 

Une électrode est l'un ou l'autre des points de la substance par où 
arrive et d'où sort le courant. 

I.'électrolyse est soumise aux lois suivaiiles : 

I " L'action dècomposanle d'un cotiranl , ou sa puissance chimiiitie, est 
la même dans toutes ses parties. 

■2." La quantité de substance déromposée est proportionnelle à la tjuan- 
liié d'électricité qui passe dans un temps donné, ou encore à l'intensité 
du courant . 

*i" [Loi (le Faraday (. Quand un même courant traverse successu'emenl 
plusieurs éleclrolyles, les poids des éléments séparés sont entre eux comme 
leurs équii'alents chimiques. 
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On donne le nom iV équivalents électrochimiques au poids d'un corps 
qui est modifié dans l'unité do lemps par un courant dont rintcnsite 
est égale à l'unité. 

8. De la pile. -~ En continuant à designer par A l'équivalent méca- 
nique de la chaleur, soient q' la quantité de chaleur produite par la 
dissolution de i""* de zinc dans un liquide acide; i' l'équivalent élec- 
trochimîquc du zinc. 

Lorsque l'intensité du courant est i, le poids du zinc dissous dans 
l'unité de temps est l'i, et donne lieu à un dégagement de chaleur 
iiq' corres|)ondanlà h) production de travail As'/y'. Si la pile estformée 
Je n éléments, le travail électrochimique ou Vaction chimique, sui- 
vant une expression admise, sera nXi'iq. 

Soient R la résistance du fil conducteur que forme le circuit en de- 
hors de la pile; R' la résistance de chacun des éléments de la pile ; la 
résistance totale sera R -I- nR' et la loi de Joule conduit à l'identité 

nA£'iy=(R-!-nR')i% 



('7) 



«IV 



Si le nombre des éléments de la pile est suffisamment petit, t 
peu près 

A. y 



H 



et l'intensité du courant est proportionnelle aii nombre des éléments. 

Si, au contraire, le nomhre des éléments est très grand, on a ap- 
proximativement 



'9> 



IV 



et l'intensité du courant est sensiblement constante. On voit ainsi qu'il 
n'y a aucun avantage à multiplier outre mesure le nombre des élé- 
ments de la pile. 

Ces deux résultats sont conformes à ceux de l'expérience. 
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• 

9. Supposons que Ton place dans le circuit un certain nombre 
d'électrolytes (E,), (Ea), ...; soient 6v, Ry, ^v l'équivalent électro- 
chimique de (Ey), sa résistance et la quantité de chaleur nécessaire 
pour décomposer son unité de poids ; on reconnaît sans peine que 
l'on a 

nki'iq'= i^(R -4- nW-\- 1, Ry) 4- 2| Asy/^y, 
d'où 

Pour que le courant se produise, il faut que Ane'q'^ 2| Asy^y ou 
que l'action chimique delà pile soit supérieure à la somme des actions 
chimiques des éiectrolytes. 



§ IV. -^ De l'induction électrique. 

10. Différentes Jormes sous lesquelles on peut mettre la formule 
d'Ampère ( * )• — Soient {fig. i) 

AB, A'B' deux courants électriques ; 




A, A' deux points déterminés de ces courants, qui sont censés se pro- 
duire de A vers B et de A' vers B'; 
a, a! deux points quelconques de AB, A'B'; 
5, 5' les longueurs d'arc Aa, k'à\ 



(*) Voir nos Recherches sur l^ Électrodynamique, 
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ab--ds, a'b'=dï les deux éléments de courant correspondant à a 

et a'; 
r la distance aa'; 

a, a' les angles formés par ab, dV avec aa! et a!a\ 
l'angle compris sous les deux plans a'ab, aa*b'\ 
I, i les intensités des courants AB, A'B'; 
£ l'angle formé par ab avec a'b' . 

Nous pouvons considérer r, a, a', 6 et e comme étant des fonctions 
de $ et sf , 

Nous avons trouvé, pour l'expression de l'action mutuelle de deux 
courants, 

(i) ^^^11 d$ds\ h smasina COS7 1. 

Une parallèle en a à a!b\ le prolongement de da et la direction 
de ab déterminent un angle trièdre qui conduit à la relation 

COS6 = — cosacosa'-h sina sina'cos 9, 

et l'expression (i) peut se mettre sous la forme 

(2) ^J; = i?É&£&'(-cosacosa'4- cosÊ ]. 

Nous avons vu que l'on avait aussi l'expression plus simple 



d 



cos'a 



f3) . _ iUdsds' r 

^ ' ^2 COS rtL ds' 

ou, en développant» 



, 'udsds* ( cosa dr e/cosa\ 



mais on a 



dr 
ds 



I 
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par suite. 



(4) 



_ ii'dsds' / f tir dr d' r \ 



Si l'on pose r= :'. -3- = u, on reconnaît facilement que le facteur 
n r de cette expression devient 



Nous avons donc enfin 



_L _^ _L ^ - 
s/r ^' yj'r f^" 



2_ rf's/F 

w7 dsds' 



(5) 



1 1 Formnies de Weher. ~ Dès 1822, Ampère { ') avait émis l'idée 
que l'on pourrait se rendre compte de la loi relative à l'action mu- 
tuelle de deux éléments de courant, en supposant que deux partit^ules 
électriques m, m' s'attirent ou se repoussent proportionnellement à 
leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance, à la con- 
dition de faire intervenir un coefficient égal à l'unité augmentée d'un 
terme U qui ne dépend que du mouvement relatif de m et m'; ce qui 
revient à représenter l'action mutuelle de m, m' par 

x = - ^fl-4-U). 



en continuant à considérer une attraction comme positive 

Ampère est resté à cette conception philosophique sans la développer. 
Gauss l'a reprise plus tard et a admis que U est composé de deux 
termes, l'un proportionnel au carré de la vitesse relative de m et m', 



(') Mémoires de l'Académie des Sciences, i8a3. 
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ao5 



l'autre au carré de la composante -3- suivant mm' de cette vitesse, les 
coefficients des deux termes pouvant d'ailleurs dépendre de r. L'hypo- 
thèse de Gauss doit être rejetée, parce qu'elle conduit à des résultais 
inadmissibles au point de vue de l'expérience, 

En considérant le cas de deux éléments de courant situés dans le 
prolongement l'un de l'autre, Weber a été conduit à admettre que U 
renferme un terme qui dépend de la vitesse relative estimée suivant r, 

et ii a supposé que ce terme, à un coefficient près, est de la forme ^ ■ 
Examinant ensuite le cas <le deux éléments perpendiculaires à une 
droite, il est arrivé à conclure qne U doit renfermer aussi un terme 
proportionnel à l'accélération relative -j-^j estimée suivant r. (l'est 
ainsi qu'il a été amené à poser généralement 



(li) 



-m 



a et j3 désignant des fonctions de r qui doivent être déterminées de 
manière que les résultats auxquels conduit celte formule soient «l'ac- 
cord avec la formule d'Ampère. 

Soient c, V les vitesses de m, m' qui sont censées des fonctions des 
trois variables *, s", ï; ds, ds' les chemins parcourus parces points dans 
l'élément de temps dt. Nous avons, en employant la caractéristique S, 
pour les dérivées partielles, à la place de celle d qui est réservée aux 
dérivées totales. 



(") 



dr (i.1 ôr du' dr 

~dC ~ di 5f "*" 5? "S "*" 57 ^ 



di* "^ dt <h '^ àl d.i' 



(9) 
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En substituant ces valeurs dans la formule (6), et posant 






» 



/ \ ] ^ ( dr dr ^ d-r \ 



,^ dr dr ^ d\' dr _ , ' dr dr ^ di' dr 

1 ^ -^^di ds' " -PlTtd?' 



on trouve 



//i/n' 



Supposons maintenant que les éléments de courant ds, ds soient 
formés chacun d'un couple de particules électriques, savoir m, /n, 
pour le premier élément et m\ m^ pour le second. Soient v^, v\ les 
vitesses de m^^m^ qui peuvent être différentes de v^ v'; (D,, c^ et CD'^, c\ 
les valeurs de (E), c et (£)', *::' quand on y remplace respectivement v par v^ 
et f'' par v\ . 

L'action mutuelle ^ àe ds qX, ds' s'obtiendra en ajoutant l'expres- 
sion (8) à celles qui en résultent quand on y remplace successivementTw 
par m^,m' par nî^ et enfin m, m' par m, , m^ . On trouve ainsi 



^ = 



-h aft>'(m -h m, )(mV* H- m^v\Y 4- c(mr 4- m,i^,)(mV'-h m^^) 

En comparant ce résultat à la formule (4)» on voit que, à l'excep- 
tion du terme en G, tous les autres doivent disparaître, condition à 
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laquelle on satisfait en posant 

(loj 171^ = — m, m\^~m\ 

et l'expression précédente se réduit à 

Si, en désignant par aune longueur constante, nous posons 



/ 



[vi] 



OL — — 1> [i — — r> 

2 a* * a' 



la formule (i i) rentre dans la formule [\)y et la formule (6) prend la 
forme 

et par suite la suivante 

Il résulte des relations (lo) qu'un élément de courant ds peut être 
considéré comme étant composé de deux particules électriques de même 
masse en valeur absolue, mais appartenant respectivement à Tun et à 
l'autre fluide. Rien ne s'oppose à ce que Ton puisse admettre que ces 
deux particules sont animées de deux vitesses égales et de sens con- 
traires, et alors on a simplement 

, .-V . /—mi' V /-/wV 

^ ' ^ a ^ a . 

Il suit de là que l'on peut regarder un courant comme formé de 
deux courants inverses l'un de l'autre et appartenant, l'un au fluide po- 
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sitif, l'autre au fluide négatif, et qui ont chacun pour intensité la moitié 
de celle du courant complet. 

On s'assurera facilement que la force x dérive d'un potentiel et que 
ce potentiel a pour expression 



(i6) 






12. Potentiel de l'action mutuelle de deux éléments de courant. 
Kii se reportant à la troisièinr formule (a), on a 



,371 









ô> Os 



lit 



àt\ 



Remplaçons dans cette expression m par m' puis m par m,, enfin 
m, m' |)ar m,, m\. Faisons la somme des expressions ainsi obtenues, 
puis supposons dans cette somme m,= ~ m, m\ = — m; on reconnaît 
facilement qu'elle se réduit à 

o ..,àr àr 



Ta' potentiel cliercbé ou la somme des expressions (iG) pour les 
quatre couples 4e molécules a ainsi pour expression 



ou, en vertu des relations (i5), 

(17) a.=-i 






ii'ilsds' dr dr 



13. Potentiel total relatif à deux courants fermés d'intensités con- 
stantes agissant l'un sur l'autre. — Ce potentiel, que l'on appelle aussi 
Vénergie potentielle des deux circuits, a pour expression 



(18) 



i J J r Os i}s 
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Maiâ on a, en intégrant par parties, 

ridrdr,, fdr^'rj, {dr\ , fi ^ydi)., 



De ce que le courant AB est fermé, le premier terme de cette ex- 
pression est nul ; on a donc simplement 



®'=-jff-rdr-'^''^' 



Soient {^g* i) 0'\f b\ les projections de a\ V sur la direction de ai; 
il vient, en conservant les notations du n° 1 , 

, w, drcosoL j , , ,f drcosQL j, 
aa^ = rcosa, ab^ =rcosaH y, — d5\ a^ b^ = —5-7 — ds\ 



1» « 
ou 



a,b.=^ as cosî, cosa = — -r-; 
* * as 

orcosoL \ os J 

et enfin 

(.9) e='{ffS2lldsds', 

formule qui est due à F.-E. Neumann. 

14'. Force électromotrice d'un courant induit produit dans un circuit 
par un courant extérieur. — Soient A'B' le courant et AB le circuit dans 
lequel se développe le courant induit. 

L'accélération tangentielle, ou suivant a6, de la particule m produite 
par les actions de m, rrî^ s'obtiendra en faisant dans la formule (9) 

, t ' . . dr 
//i = I , m', = — m\ v\ = — i'' et multipliant le résultat par cosa = j-> 

ce qui donne 

3o 
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L'accélération semblable de m, se déduira de celle expression en y 
remplaçant v par ç, = ~ v, et, comme elle est de sens contraire à la pré- 
cédente, elle devra lui être ajoutée pour avoir l'accélération relative r, 
de m par rapport à m' ; on trouve ainsi 



' as 



[((»'4-(D',)v' 



-i-'J- 



Mais, en se reporlant aux formules (7) et remarquant que c', = 
on a 

-,/ ^' / àf dr ., ,< c dr' dr 

' ^ ds' ôt ' ' àt du' 

d'où 

4 m' (?r ,)/■ / 



-r^w) 



et, en remplaçant a, (3, mV par leurs valeurs déduites des équations 

(12) et{i5), 



' a as ds' 



^d'- 



Nous avons donc, pour la force électro motrice totale développée 
dans le courant Ali, en remarquant que î' seul esl fonction du lemps, 



ou, d'après te numéro précédent. 



(•io) E = 

Tel est le résullat chercbé. 



a tlt J J r ds <h' 
■i di' l' /'coss J J , 
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pRÊLIMINilBES. 



1 . Pour expliquer les propriétés magnétiques de certains corps ( ' 
Coulomb coiisidèro les éléments matériels du corps comme reufermaiil 
eu quantités égales cl indéfinies deux fluides, l'un dit boréal oiiposUif, 
l'autre austral ou négatif. 

En admettant que le corps soit soustrait à tonte action capable de 
développer ses propriétés magnétiques, ces deux lluîdes se trouvent à 
l'état de combinaison ou se neutralisent dans la molécule matérielle 
correspondante. Mais, dés que le corps devient un aimant, les deux 
(laides se trouvent séparés, en quantités égales, et restent isolés pendant 
toute la durée de raimaritation. 

Par une extension donnée aux lois déduites de l'expérience par 
Coulomb, on est conduit à admettre que deux particules magnétiques 
se repoussent ou s'attirent proportionnellement à leurs masses, selon 
qu'elles sont ou non de même nature, et que leur action mutuelle varie 
en raison inverse du carré de leur distance. 

Jious conviendrons de considérer une répulsion comme une force 



>(ks Av fer l'i princi[ial<:inpnl rox_yHule, le 
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po-iitivc ri, |>;ii' siiire, d'attribuer une valeur nêf^iitive ;ï la iiiasst' il'utie 
[Kirticule du Htiide austral. 

Un barreau d'acierlrenipé, ton veiiabteuienr orienté, devient au bout 
d'un certain temps, sous l'influence de la Terre, un aimant piTuianenl, 
re qui revient à dire que, lorsqu'il est soustrait à l'action magnétique, 
les deux fluides n'arrivent à se neutraliser que partiellement. Coulomb 
attribue celte opposition à la reconstitution du fluide neutre à une 
résistance passive à laquelle il a donné le nom i\f force coercitive, force 
stu* la nature de laquelle on ne ])eut faire que des conjccLnres. Le 
barreau, dans certaines conditions, peut devenir un aimant permanent 
Mius l'action d'un aimant permanent. 

L'nxyJulcde fer est doué tie la force eocrcitive et l'on attribue ses 
propriétés magnétiques à ce que les filons qui le renferment sont 
compris sensiblement dans les plans qui passent par les pôles magné- 
tiques delà Terre. 

I^ fer doux et l'acier non Ireinpê ne possèdent pas la propri té due 
à la force coercitive; l'aimantation cesse en même temps que l'influence 
de l'aimant qui l'a produite. On considêie un aimant comme étant 
formé de petites parties matérielles qui ont reçu le nom iX élémenls 
magnétiques et dans les(|iielles la séparation des fluides s'est opérée. En 
faisant le même raisonnement que pour rélectricilé statique, on arrive 
à conclure que l'action magnétique sur un point intérieur de l'élé- 
ment est nulle, et que, par suite, les deux fluides séparés .se sont portés 
sur sa surface, \a forme des éléments magnétiques peut d'ailleius 
dépendre de la manière dont l'aimantation a été produite. 

Coulomb admet (|ue les deux fluides, après leur séparation, se sont 
respectivement concentrés en deux points onpôlesAn la siu'face de l'é- 
lément. L'hypotbése d'Ampère, dans laquelle les éléments magnétiques 
sont remplacés par des soiéiioïdes infinitésimaux, revient, an point de 
vue de la mise en équation, à celle de Coulomb. 

Poi.sson (') n'a recours à aucune supposition sur le mode de répar- 
tition des deux fluides sur la surface de l'élément. Nous reconnaîtrons 
plus loin que, en se plaçant respectivement aux points de vue de Coulondi 



(') Mémoires tin t' ieailcmie tles Sricriccs, iSsa, 
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et lie Poisson, on arrive aux mêmes résultats en ce qui concerne l'action 
exercée par un aimant sur un point extérieur. 

Dans sou Essai sur l'application de l' Analyse mathématique aux tltf'o- 
ries de l'éleclricilé et du magnétisme ( ' J, G. Green ne mcnlionne pas les 
recherches de Poisson sur le magnétisme. Qu'il les ait ou non ignorées, 
il est arrivé à la même équalioii que Poisson relativement à l'équilibiv 
magnétique intérieur d'un aimant. L'anitlyse de Green est assez ob^curl■ 
et parait avoir j>onr objet plutôt de déguiser que de faire disparaître 
\uw diniculté éludée par Poisson, à l'aitle de considérations parlicu- 
Itères qui ne sont pas des plus satisfaisantes. 

1,'exposition de la théorie du magnétisme de M. W. Thomson se 
trouvant implicitement comprise dans le premior Mémoire de Poisson, 
nous n'avons pas à nous y arrêter. 

Nous ne nous occuperons pas d'ailleurs de l'étude des feuillets magné- 
tiques, tpii n'offre aucun intérêt au point de vue des phénomènes phy- 
siques; nous ne considérerons que des aimants doués de force roerci- 
tive(^). 



SI 



Kqi:AIION«, r.KNKBAI.KS. 



2. ùe faction exercée par un aimant sur un point qui n'est pas com- 
pris dans ta masse. — Soient Oa-, Oy, Oz trois axes rectatigulaires; 
.r, y, z les coordonnées de la particide mngnélicpieM sur laquelle la i- 
mant exerce son action. 



Cl Nouinsliam,i8a8. 

(') Green parait être le seul tréomélre qiiiaiL clierclié ii <-v|ili(|ui.'i' les fflets ilir 
1.1 fol-ce coercilive en se ptuçant dans le cas d'un fit d'acier tivmiié, éludir e\i)C'ri- 
iiienlalement par Coulomb. 

Il est arrivé à une formule qui eadi-e, |>reai|ue aussi bien<|ue la r.iriunli; criini'i- 
polalion de Biot, avec les rùsullal» des oliservaLions de l^^militmli. 

Si nous ne reproduisons pasU théorie de Gceeii, c'est par In raison (jn'rlle pcolie 
par plusieurs points que nou^ allons faire ressortir. Il suppose que la force coerci- 
live est constante et qu'elle se développe parallélenient à l'aiguïUc cylindrique 
dans un sens déterminé, ce qui nous paratl inadmissible; car cette fnri'e, de^nI1t 
iger de signe en passant d'une moitié ù l'autre de l'aiguille, doit être nulle nu 



inilie 

Par un artilico de calcul, justifié ullé 
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Pour simplifier, nous supposerons que la masse de cette particule est 
égale à l'unité, sauf à multiplier ultérieurement, s'il y a lieu, les résul- 
tats auxquels nous parviendrons par la valeur positive ou négative de 
la masse M. D'après cette convention, une particule magnétique m sera 
censée exercer sur M une répulsion ou une attraction, selon qu'elle 
appartiendra au fluide boréal ou au fluide austral. 

Nous allons maintenant cherchera déduire successivement des con- 
séquences des hypothèses de Coulomb et de Poisson sur la constitution 
d'un aimant. 

(a) D'après les idées de Coulomb. — Soient {/ig. i) 

Fig. I. 




oy-. 
/ 



/ 



/ 



y/ 



a, h les pôles austral et boréal d'un élément magnétique de l'aimant 

(A); 

ds sa longueur; 



de la intHhode des moindres carrés, il lait sortir d'une intégrale définie, fort em- 
barrassante, le facteur inconnu qui se rapporte à l'action exercée sur un point dé- 
terminé de Taimant. 

i^ir un raisonnement insaisissable, il supprime deux termes importants de son 
éijuation fondamentale et s'impose deux conditions relatives aux extrémités de 
l'aiguille, cpii consistent chacune en une é<(uation dont le premier membre est la 
somme de deux fonctions homogènes qui ne sont pas du même degré, ce qui n'est 
pas ncui j)lus admissible. 

Il paraîtrait assez naturel de supposer que la force coercitive en un point est 
proportionnelle à l'intensité magnétique en ce point; et alors l'équation de Green, 
débarrassée des deux termes dont on vient de parler et sans avoir égard aux con- 
ditions aux extrémités qu'il s'est imposées, conduit à la formule de Biot. 
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V la valeur absolue de chacune des masses magnétiques condensées en 

a etb; 
x\ y\ 2' les coordonnées du point n\ 

u = \{x' — xf -h {y — y)' -h [z — z)' la distance Ma ; 

du' . — 

//' -\- —r- ds la distance M6 . 
as 

Les fonctions potentielles de M dues à a et 6 étant respectivement 
celle à laquelle donne lieu l'élément a pour valeur 

u' j 

,a, -''1I7^'- 

On donne le nom iVintensité magnétique linéaire de rélément à 
l'expression 

[h. r=:v-— , 

m 

dans laquelle d{^' représente le volume de l'élément. 

Cet le intensité pouvant être considérée comme une force dirigée du 
pôle austral a vers le pôle boréal 6, nous désignerons par a', ^\ y' ses 
composantes parallèles à Ox^ Oj, O:;. 

L'expression (a) prend la forme (*) 

et nous avons, pour la fonction potentielle de M due à l'action totale 



(') Kn prenant la dérivée par rapport ù«r, on trouve pour la composante, parai- 



2l8 

<le(Aj. 



Q = - 
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/r.4i=-/,w.(y;- . "^-^ 




df/ ^5 • dz' ds 



lêle à 0.r, de Taclion evercée par ah sur M, 



(a; 



; d(x'^x\ .,ds.'\ (x'-x)du' dx'^ 



dv' 
= T— Tj [3cos(i/', Éfe)cos(f/', x) — cos(^, x)\ 



On a des expressions semblables pour les composantes t,, Ç, suivant O v, O^, 
et Ton trouve facilement pour la résultante 

l'^'[3cos»(«',rfO + i]. 

l'our se rendre compte du pouvoir magnétique de la Terre, Biot suppose 
qu'elle possède deux pôles magnétiques situés sur un m^me diamètre, à égale 
distance du centre, possédant les mêmes pouvoirs attractifs et répulsifs et dont la 
distance est très petite par rapport au rayon terrestre. 

Supposons que a, b {fig* 2) soient les pôles magnétiques austral et boréal de 

Fig. 2. 




la Terre dont C est le centre, et que M soit Tun des pôles d'une aiguille aimantée 
placée à la surface du globe. 

Prenons pour plan de la figure le méridien magnétique de M, c'est-à-dire le 
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C) 



-./''''■■l''-'-,77 + ^' 



expression dans laquelle nous pouvons consiilérer maintenant -r, v", :•' 
eomine étant les coordonnées du milieu C de ab. 

Concevons autour de ce point un volume dw exlréniement petit par 
rapport au volume de (A), mais cependant assex étendu pour conte- 
nir un grand nombre d'éléments magnétiques, et désignons par k' I 
rapport de la somme des volumes de ces éléments à rfir. Ce rapport, 
qui atteindra au plus l'unité, sera spécifique i>our un corps aimante 

plnn (Icterminé par ce point ei ab; pour partie positive de l'axe <k-s r, le prolnii- 
);emenl de CM, et pour axe des .r la portion de la méridienne de M dirigre vers 
l'èqiialeur. Soit À la latitude ina|;a<;tique de M ou lecompiémenl de iRnsle fornu- 
pur CM avec ab. 

Nous avons, en considérant u' comme se rapiKirlanl au point C. 







s(«',,r) = o 



L équation (à) et celle qi 
à la formule (/>), pour les < 
suivant M.r, Mv. 



Pour le second pAlc de l'aiguille, r, et ,( seront changés de signe. L'aiguille 
étant censée en équilibre, la ligne des p&tes sera dirigée suivant la résultante 
de r, et y : si donc i désigne l'inclinaison magnétique au Iteu considéré, nous 
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porté à une tenipéraliire iiiiirornie déterminée, mais variera d'un point 
■A un autre de ce corps si la température est elle-même variable, 
comme nous le supposerons pour plus de généralité, k' devenant ainsi 
une fonction donnée de x', y', z'. Quoique le volume d»' soit censé 
extrêmement petit, les quantités a', ^', 7', if n'auront pas les mêmes 
valeurs dans tonte son étendue, si les éléments magnétiques qu'il ren- 
ferme n'ont pas tous la même forme, ou si, quoique identiques, ils ne 
sont pas régulièrement disposés. Nous les supposerons néanmoins 
constantes dans le volume considéré en leur attribuant des valeurs 
moyennes qui seront censées soumises à la loi de continuité et par suite 
exprimables en fonction de a:', y', s'. 

Nous pouvons dès lors supposer qiïe, dans la formule (e), tiv' repré- 
sente la somme des volumes des éléments magnétiques contenus dans 
dw, et alors nous obtenons 



'3=-./*'r ap + r^'TTF + v'^ 



et, comme l'intégrale doit être étendue au volume de (A), on est ramené 
à poser 



[b). D'après Poisson. — Soieni{Jig.'i) 

.r', v', :' les coordonnées d'un point C situé dans l'intérieur d'un élément 

magnétique de (A); 
c le côté du cube équivalent au volume de cet élément; 
.v'-hcy_, y' + cyj, s' -h c^ les coordonnées d'un point m de la surface 

du même élément: 
c. p l'épaisseur normale et la densité relative correspondante du fluide 

magnétique ; 
c^ds un élément superficiel en m; 
h' = V'^j;' — a:)^-H(y — y)^ + (3'— s)' la distance MC 
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Comme l'action de m sur M est une répulsion ou une altractioii scloi 

FlB.3. 






que 3 est pusiLifou négatif, la fonclion polentielle tli' M due à relénieiil 
magnétique a pour expression 



[à) 






l'intégrale s'étendant à la surface entière de rélémeut. 

\vant d'aller plus loin, nous ferons remarquer <|lii;, comme il ) 
autant de fluide jiositif que de fluide négatif sur rélément, on a 

, 3) /pet/s = o. 

En admettant que M soit suffisamment éloigné de C pour que l'on 
puisse négliger les puissances de -i^. — > — d'un ordre supérieur an 
premier, nous avons 



Si nous posons 
(3j a' = I yepds, ff = j r,epd^, y' := j l^epds, 

et si nous avons égard à la relation (2), l'expression {d) devient 



(«1 
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[.es valeurs (3j sunt imlépendanles de la |)ositioii du point i'. dans 
l'intérieur de l'élément considéré ; car, en passant d'une position à une 
autre, les coordonnées relatives ;(. yj, Ç ne varient que de quantités 
constantes qui, d'après la formule (2), donnent des résultats nuls. 

Si nous représentons par dv' le volume c* de l'élément magnétique, 
ou voit que la formule ( c ) nous conduira identiquement à l'expression 
(e) de la fonction potentielle de M due à (A) et enftn, à la suite d'un 
raisonnement qu'il est inutile de reproduire, à l'équation (1). 

En considérant les quantités «', (3', y' commo définies par Icsformules 
{'i) et se reportant à l'article précédent, on voit qu'un élément 
magnétique de (A) agira sur M de la même manière qu'une aiguille 
infinitésimale qu'où lui substituerait etqui ferait avec Ox, Oy, Os des 
angles dont les cosinus seraient 



^ 



\''" -+- P + v" v'«" -t- 3" + ï'* v'»" + P" + r" 

D'après ce qui précède, il n'y a pins aucun motif pour préférer la 
manière de voir de Coulomb à celle de Poisson, qui sera seule m 
question dans ce qui suit, tout en conservant à la résultante de «', fi', 
■/ le no\n A' intensité magnétique linéaire. 

Les composantes parallèles à Ox, Oy, Os de l'action exercée par 
(A) sur M ont pour expressions, comme on le sait, 

'"' ^- 777' ^ - 77,^' ^- rfF 

3. Autre forme sous laquelle on peut mettre la /onction Q, — Fji 
intéfjrant par parties, l'équation (i) donne 

ou, en vertu ilun ihcorénu' coinui, 

i Q=— / (a'cos/'H- (S'cosm'+ y' toSrt'U-' -^ 
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(■11 dêsigiiaiit par rfjj' un élément de la surface de ( A ) au point M' dont 
les coordonnées sont J"', /, z' et pur /', m', n' les angles formés par \\\ 
normale extérieure à cet élément avec Ox, 0_y, O;. 

On remarquera que le facteur de h'—r Jans la première Intégrale 
n'est autre chose que ta composante X„ suivant la normale en M' de 
l'intensité magnétique en ce point [n" 2). 

De la formule précédente et de l'identité 



1 déduit l'équation connue 



rf>' 



A l'inspeclion de l'équation (5), on reconnaît que l'aimant ( A) agit sur 
M comme si la surface était recouverte d'un fluide dont la densité 
superficielle serait X„k', et que les molécules renfermeraient un autre 
fluide dont la densité de masse aurait pour valeur 



i. Action d'un corps aimanté sur un point intérieur de l'un de ses 
éléments magnétiques. — Concevons une sphère (B)ajant son centre en 
M, dont le rayon est extrêmement petit parrapport aux dimensions de 
l'aimant, mais qui est censée asseï^ étendue cependant pour renfermer 
un grand nombre d'éléments magnétiqu' 

Les composantes de l'action exercée sur M par la portion de (A) 
extérieure à (B) pourront se déterminer au moyen des formules (i ) et 
((i), parce que le développement sur lequel elles reposent est ici 
parfaitement admissible. Mais il n'en esl pas de même pour celles de 
(B) qui exigent ini calcul spécial, puisque u' est de l'ordre de ds. cy. 
Cl}, cÇ. 

Occupons-nous d'abord de l'action exercée siu- M par la poilioii 
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(le (A) extérieure à (B); on peut supposer que Q s'étende au volume 
entier en retranchant ensuite de —■< ~~> -~ les composantes X'. 
Y', y dues à (B), estimées au mo\en des formules (i) et (4)- 
Nous avons 



^ 






k-dr'dv'dz'. 



l'ji raison des dimensions extrêmement petites du volume (B), on 
peut considérer a', fi', /. k' comme avant les mêmes valeurs dans toute 
l'étendue de ce volume. Si donc nous désignons par a, jS, y, k celles 
de ces valeurs qui correspondent au point M. c'est-à-dire aux coor- 
données x.y, z, nous aurons 

oii. en ffTi'cliianl les ilifFérentialions par rappori à x, 
= -ci/.f I I —^^rl.r'dr'rlz' 

-1^*,/ ./ J — S?- ''^ ''y ''■-■' Kl J J '^^àccdyà-J. 

En étendant à la surface de ( B) les notations admises pour celle de 
(A), cette expression peut se mettre sous la forme suivante : 

X' = - akf ^'^'~/^ costdu,' 

-^k py'~/K osmd^- - yi rif-=j^œs«rf<«; 
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et comme 

x' — x^=u' cos/', y — y = u' cosm', z — z=iu' cos/*', 

il vient 

Concevons, momentanément, que les axes coordonnés soient trans- 
portés parallèlement à eux-mêmes au point M pris pour origine; 
soient 6 et vj; les angles formés par u' avec M 2 et sa projection sur le 
plan x^y avec Mot; nous avons 

x' — X =^ u' sinô cosi|^, y — j = a'sinôsin4[, z' — z = w'cosS, 

rfû>' = w'^ sin Q dQ d^ 
et 

\'=z^akf fsin^ecos^^dOd^ — ^A T Ain'Ssinij/cosvprfôrftj^ 
— y^ j f sin^ôcosO cos^dOdf^y 

les intégrales étant prises entre les limites ô = o, i^ = o et ô==7r, 
i^ = 2;r. On tire de là 

X = — ^TtbcA", 
et Ton trouverait de même 

m 

Nous avons donc, pour les composantes de Faction sur M par la 
portion de l'aimant extérieur à (B), 



J I 



X, 


~ dx 


-h \n«k, 


Y, 


dQ 

dy 


-^\npk, 




~ dz 


4- -Ririk. 
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Il nous reste maintenant à délcrniiner les romposaiiies de l';Rtion 
exercée par la sphère (B) sur le point M. 

Concevons un cône ayant sou sommet en ce point, d'une ouverture 
spliérique inOniment petite de et terminé à la surface de fB). Une 
masse fluide élémentaire pt^dçdr, comprise dans ce cône et située à la 
distance y du sommet, donnera lieu à l'action pdadx. et l'on aura 
dn I pdx pour l'action du cône entier. L'action produite par le cùiie 
npposé sera de sens contraire à cette dernière et ces deux actions se 
détruiront au moins en partie. Comme les deux cônes ont la même 
longueur, ils traverseront à peu près le même nomlire d'éléments 
magnétiques extérieurs à celui auquel M appartient, et la surface de 
chacun de ces éléments sera traversée deux fois. Quoique ces éléments 
ne soient pas nécessairement identiques, comme leur nomhre est très 
grand cl ytmw ainsi dire intini, il n'y a pas de raison de supposer 
qu'il \ a pins de fluide libre d'un côté que de l'autre. 4't*rs il ne 
restera de l'action des cônes que celle qui est due aux portions qu'ils 
déterminent dans la couche fluide de l'élément dans rintérieiir duquel 
M est situé. II suit de ce raisonnement que, si ce point était extérieur 
à tout élément magnétique, il ne serait soumis k aucune action magné- 
tique du la part de (li), c'est-à-dire qu'une particule magnétique 
de l'un ou l'autre fluide que Ton placerait au même point v resterait 
en équilibre si elle n'était influencée que par (B). 

Supposons, pour un instant, que l'on ait tran.sporté les axesOx, O)', 
< )s parallèlement à eux-mêmes au point M. 

Soient 5 et ij/ les angles formés par > avec M 2 et sa projection sur le 
plan j-Mv avec M.2"; £ l'épaisseur de la couche magnétique déterminée 
parla direction dei ; on peut prendre rf7 = siu9 dû rfif et l'on recounail 
facilement que les composantes de l'action due à (U), parallèles à O.r, 
(M-, <>;. ont pour ex|)ressions 



w 



«, ^ — / { ^ts\n''Oco&'\ dO d'If. 
p, = — / / |S£ sin'6 sinij((/6 rfi]<. 
y, = — f I fiis'inB cosS d\^. 
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les intégrales étant prises entre les limites 6 = o, iji = ocl 5= », i|<=t a?:. 
Nous rappellerons que nous avons désigné par a. J3, 7 les valeurs de 
a', JS', 7' qui se rapportent aux point M. 

En remontant au n" 2, nous remarquerons que 

ec'rfs = ïi' sinS dS d<^, 
f/ = 1: sinS<;osi|>. cj] = « sinff sinip, cX - 

don l'on déduit 

= -^ i f psï^sin'Ocos^eiSd'^. 

(9) { ^ = ^,ffpEx'Bm^$sin<^dSd^, 

> = — f I pi^^ sinScosôrfiJ;. 

Poisson a supposé que x, fi, y sont des fonctions linéaires do x,, (: 
y, dont les coefficients ne dépendent que de la forme de l'élément 
magnétique et de sa position par rapport aux trois plans coordonnés. 
Par des transformations de coordonnées et en exprimant que a, |3, y 
ne changent pas de valeur, si l'aimant ( A ), étant une sphère homogène,, 
tourne sur hii-méme, il arrive à conclure que six des coefficients de 
0|. 1*31. y, sont nuls, que les trois autres sont égaux et que l'on peut 
ainsi poser 

a = -p«,, fi=~p[i,, y=^py,. 

//étant une fonction inconnue; il cherche à déterminer cette fonction 
par une savante analyse où il fait intervenir les fonctions sphériques; 
il arrive à un résultat approximatif tel, qu'il a dû supposer en chemin 
que rélément magnétique était sensiblement sphérique. En effet, en 
substituant à cet élément une sphère moyenne de rayon t , , ayant le même 
volume, nous aurons 



et, en faisant i = ï, dans les formules (9) et en avant égard aux va- 
leurs (8), on voit sans peine que l'on a 

(10) «,=-|™, « - ''-« -• - "- 
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Telles sont les rchilions auxquelles Poisson est arrivé, quoique les 
raisonnements qui l'v ont conduit ne soient pas de la dernière 
rigueur (' ). 

Il résulte de ce qui précède que les composantes de l'action totale 
exercée par l'aimant (A) sur un point intérieur de l'un de ses éléments 
magnétique sont pour expie 



. rfQ 



(•') 



, ''Q 



^a(i-X-). 



^. 



3717(1- 



5. Équations d'équilibre des deux Jluides contenus dans un corps 
aimanté. — Supposons que les particules magnétiques de (A) soient 
soumises non seulement à leurs actions mutuelles, niais enrore à celles 
d'aimants extérieurs. Désignons par V la fonction potentielle de M due 
à l'action de ces aimants. 

Il faut que les forces magnétiques qui sollicitent le point M se fassent 
équilibre, car autrement il y aurait, en ce point, décomposition du 
fluide neutre, et l'équilibre magnétique dans (A) n'existerait pas, 
comme on l'a supposé ; c'est pourquoi d'ailleurs on a admis, comme pour 
les fluides électriques, que le fluide magnétique était répandu sur la 
surface de chaque élément d'aimant. 

On doit donc avoir, pour tous les points de l'intérieur de (A) ou 
quels que soienta;,)', -, 



as 



Z 



d\ 



(') Il le reconnaU lui-même dans son M.-LLioire de i&-i%\a\\Ui\^.: Sur la ihéorlc 
du tnagnélisme en mouvement {Mémoires de l'Institut, p. !\^!^^, Mémoire ijiie 
nous n'analyserions qu'en sorlanl du cadre que nous nous sommes Iracé. Il nous 
parait cependant que l'on pourrait tluder les difficullés en miilliplianl les ex- 
pressions (10) par un copriicient, proliablemenl peu diiTéreiil île l'unité, mais qui 
ne pourrait élje qu'une donnée expérimentale. 
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d'où, pour les équations cherchées, 

, \ I ''V rfO 4 o/ iN 






On sait que, par sa nature, la fonction V satisfait à Téquation 
, ... d^\ d'\ d}\ 

un a de phis 

cP-, (P^ rf'-, 

lorsque les différences x' — a?, f — y, s'— 5 ne sont pas infiniment 
petites, et dans le cas contraire 

jil, ^«i- ,/*J. 

1/ a u , 

Si l'on forme au moyen de l'équation (5) du n" 3 l'expression 

r/^Q e/'Q £Q 
^/j:' d[^* ^-s* 

la somme des trois intégrales qui se rapportent à la surface de (A) est 
nulle; la somme des trois autres se réduit à celle qui est relative à une 
sphère d'un rayon infiniment petit enveloppant le point M et dans 
laquelle on peut supposer 

di'k _ dak d^'k' _ d^k d^(' k' ___ d^( k ^ 
dx' dx dy dy ' dx' dx ' 

on obtient ainsi, eu égard à la relation (/), 

dx^ '^ dy "^ dz^ "" ^^\ dx "^ dv "*" dz y 
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Si donc on ajoute entre elles les équations (12), a|)rés les avoir dift'é- 
cnliées respectivement par rapporta a:, y, z, on trouve 



\ dx dy 



^h 



£^ + 1^ 4. ^ 3 

Ux dy di 



6. Cas où la température de l'aimant est uniforme. — Nous ne cou- 
sidérerons dorénavant que le cas dans lequel /■ est une constante 
(n"2). 

L'équation précédente se réduit alors à la suivante : 



(15) 



A l'inspection des équations (12}, on reconnaît que «, j^, /sont les déri- 
vées partielles, par rapport à x, y, :■, d'une même fonction que nous 
désignerons pary. Nous aurons ainsi 



(16) 



=^, 






•V 



et. au lie» tle l'éqtiation (i 5), 



('7) 



rf," 



rf;' 



Les équations (12) se réduisent alors à la suivante ; 

(,S) V+Q-I'C, -*)/=„ (■), 

d'oLi on les déduira par la différent ialion relative aux trois coordon- 
nées. 

£u vertu de l'équation (i5) et en supposant k' ou k constant, la 
seconde intégrale de Texpressiou (5}, (n" 3) est nulle et l'on a sim- 



(') Celte équation n'est autre chose qin 
•X à laquelle nous avons fail allusion au ti' 



:cllii i{iii a tlO reprculiiiie par (iweu 
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plemeiit 



^m 



cos/' ■ 



en désignant pary ce qne devienjy quand on y remplace a\ y, z par 
a-', y', z'. La couche fictive superficielle dont nousavons parlé à la fin 
du 11" 5 est donc tout ce qu'il reste de l'action exercée par (A) sur M. 
Portons sur la normale extérieure au point M' de la surface de [A] 
une longueur infiniment petite M'M'^— dtv', et soient j;'+ dx^y + dj, 
X -h dz' tes coordonnées de M',; comme on a 

cos / = -T-;, ' cosm 

l'expression (19) se met alors sous la forme simple 

('9) ^>=-^j7t'lF' 

Comme les équations d'après lesquelles Q s'est réduit à l'expression 
(19) n'ont pas lieu pour les éléments magnétiques situés sur la surface 
de (A), ou qui en sont à une distance insensible, les valeurs de ~ • 
T-^j -T^ ne comprendront pas l'action de ces éléments; mais on [wiil. 
sans erreur appréciable, négliger cette action ou la regarder comme 
insensible par rapport à celle de tous les éléments dont (A) est com- 
posé. 

7, Le volume renferme un vide à rinléricui. — On calculera d'abord 
Q comme si le volume était plein, et de l'expression obtenue on retran- 
chera celle qui est relative au volume du vide intérieur considéré 
comme plein. 

Supposons que les éléments qui entrent dans les formules (19) et 
(ig') se rapportent à la surface extérieure; augmentons d'un accent 
les éléments correspondants qui sont relatifs à un point M" de la sur- 
face intérieure. Nous aurons 



(">) 



Q = -*/ 



,!/■ ,l,J 
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la première de ces inlégrâles s' étendant à la surface extérieure et la 
seconde à la surface intérieure. 

Supposons que la fonction V se rapporte aux aimants extérieui's à 
[ A j et que U soit son équivalent pour les aimants qui pourraient se 
trouver dans le vide; à l'équation (i8) on devra subslitiier l:i sni vante: 



(21] 



V-hU- 



;i' 



- i)/=c 



dans laquelle Q sera remplacé par sa valeur (20], 

Plaçons l'origine O des coordonnées dans l'intérieur du vide, cl soient 

r. le rayon vecteur OM; 9 Tangle SlOs; 1^ l'angle formé avec Oœ par 
la projection de rsur le plan yOx ; affectons d'un accent et de deux 
accents les quantités analogues qui se rapportent aux points M' et M" 
de la surface extérieure et de la surface intérieure. Soient, de plus 
w', u" des angles qui forment avec /, r" les normales en M', M" ; E'. E" 
les épaisseurs suivant les directions de r', r" des couches fluides fictives 
répandues sur les surfaces extérieure et intérieure. Nous avons 



(22) 



I ir = r' — 2rr'[cos6cos5'+ sin5sin6'cos(4i — tji'jj - 
I 0'- = /^— 2rr"|"cos5cos5"-l-sin9sin5"cos(i|<— ^"]] - 
f rfw'coscî'^ r'sinS'rfS'rfi!''. 
[ dtii'co&z!"— r"*sin6"dS"d^'', 

k-4—, = E'coso'. 



I*s formules ( 20) et ( 21) deviennent alors 
(aS) Q=- /"r-J;E'r"sin5'(/îVf - /Y^, KV"'sin5"rf5Vf 
I V-H- U57r(i-X-j/- r/"^E'r'=sin5VeVf 



(26) 



-L^- 



E'/"siii5"rf5"rfr, 
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les intégrales étant prises entre 0' = o, 0" = o, i]*' = o, tj," ^ o et 5' = n, 

5":^ TT, ^i'^ 3 7T, 4'"= 2IT. 

On sait d'ailleurs que, en substituant les coordonnes polaires aux 
coordonnés rect il ignés, l'équation (17) se Iransforme dans la suivante ; 



.inoC\ 



(=■7) 



■ 'if 
sid'O d^' ~ 



8. Indications générales sur ta marche à suivre pour arriver à l'inté- 
gration. — Posons 



(^8) 



/=I..''" 



R, étJint une fonction rationnelle entière du degré i, decosô, siii9siri'|, 
sinScosif, dépendante de r, qui satisfait à l'équation 



{39) 



an 



l'e (/-p 



-("(("+ i)Rr 



En remplaçant/ par R, dans l'équation (37) et ayant égard à la pré- 
cédente, on trouve 



L'intégrale générale de cette équation est 



H,, G, étant des /onctions spliériques du degré i'en et 1^, indépen- 
dantes de r, qui satisfont àl'équation ( 39) quand on les substitue à H,. 
L'équation (37) sera donc satisfaite par 



(3o) 



/=S('V-;è.)- 



Cela posé, on substituera à/cettc valeur dans l'équation (36), ainsi que 
les expressions de o, m', V, L'exprimées en séries convergentes ordon- 
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iiûes, selon les cas, suivant les puissances ascendantes ou descendantes 
de r, et l'on égalera à zéro la somme des coefBcients des mêmes puis- 
sances de r. On déterminera aitisi les H/, G,-, par suite/, puis se, j3, y. 
et enfin les composantes de l'action magnétique du corps au moyen 
de la quantité Q dont la valeur se déduira de celle de / par des inté- 
grations immédiates. 



S l'I 



ApPLICATIOH aux corps SPIIÉfilQUrS. 



î(. Equilibre magnélique intérieur d'une enveloppesphérique. — Con- 
sidérons une sphère creuse dont les rayons extérieur et intérieur soient 
(/, b, et plaçons l'origine des coordonnées au centre O de cette sphère, 

I >n a 

da-'=dr', dw=df\ 
par suite. 



£' = /■ 



lî 



expressions <lans lesquelles on devra faire r' = a, /■" ^ /», après avoir 
effectué les différcnliations. 

Si nous distinguons par un accfiVit et deux accents les valeurs que 
prennent 11, et G, lorsque l'on y remplace ff, iliparS'.jli'etparS", i|(", nous 
aurons, en vertu de l'équation (3o) du n" 8. 



(■) 



E' = «y [«>'-' -(1+ 1)^, I 



I.'équution (26) du n" 7 prt^nd alors la forme suivante : 

jv+u-V"('-*)S(""-.+ ^) 

(a) • -ta" |Y^_^riII>'-'-('+ ■)ÎSs]m"1''*'''+' 
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Comme on a r < a, r^b^ - ne pourra être développé en série conver- 
gente que suivant les puissances ascendantes der, et — que suivant les 

puissances descendantes de la même variable. Nous poserons en consé- 
quence ( * ) 

y; r' I V y; ^f 



'•') l = T-ii- ,7= S 



pi-^\ 



les coefficients Y'^,, Y* étant égaux à Tunité. La fonction Y^. est symé- 
trique en ô, B' et vp, (j;'et satisfera, substituée àR|-, à l'équation (29), en 
remplaçant toutefois Q par 0' et ^ par ^', On sait d'ailleurs que Ton a, 
en intégrant entre les limites 6'= o, (j;'= o et ô'= tt, (j;'= a;:, 

f fll'iXi sinô'rfô'rff = o pour £*'>«, 



//> 



h;y;. sinô'rfô'rff = ^^ 



équations dans lesquelles H, peut être remplacé par G,. 

Tout ce que nous venons de dire s'applique à Y", H", G" en i*empla- 
rant 6', y' par 0", y". 

Il résulte de là que, en substituant les séries (3) dans l'équation (2 ), 
cette dernière devient 

V+L-|<.(i-*)^[H,^+;ârJ 

Si Ton remarque que les fonctions V et U correspondent à des centres 
de forces dont les distances au point O sont plus grandes que r'pour la 
première et plus petites pour la seconde, ces fonctions seront respec- 

34 
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tivemenl développables suivant les puissances ascendantes et desceif- 
dantes de r et nous pourrons écrire 



(5) 



i V = y V,r„ 



V, et U, étant des fonctions sphériques du même ordre que H,, G,. 

A mesure que r augmentera, U tendra à se réduire à son premier 
terme, mais, ;i la limite, cette fonction sera égale k la somme des quaii- 
lités de fluide libre appartenant aux aimants intérieurs divisée par r et, 
comme cette somme est nécessairement nulle, on a U^ = o. 

Portant les valeurs ( 5 ) dans l'équation (.'i ) et égalant à zéro les coef- 
ficients de r*. -^-r. i on trouve 






- 'j,nk 
k-nk 






d'où l'on déduira les valeurs de ]!,.('■,■ qu'il s'agissait de déterminer. De 
ce que U„ = o, la seconde des équations précédentes donne G,, = o et 
un tire de la première 



'7) 



i(i-*)H.= o, 



Eli remarquant que l'unité est une fonction spliérique de l'ordre O, 
les formules (i) donnent poiu' les quantités totales de fluide libre fic- 
tives répandues sur les surfaces extérieure et intérieure de l'enveloppe 

li" i ^'E'sinîiVl/'rff = — jnG,. 
et sont ainsi nulles puisque Go = o. 
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10. Action de t enveloppe sur un point donné extérieur ou intérieur, 
— Soient F la fonction dont les dérivées changées de signe par rap- 
port k x^ y^ z donnent les composantes suivant Ox, Oy^ Oz de Tac- 
lion exercée sur le point M. 

Cette fonction ne sera autre chose que le premier membre de l'équa- 
tion (2) dans lequel on supprimera le terme en (i — ^) qui caractérise 
un point d'un élément magnétique de Tenveloppe et par conséquent 
on aura 

JF = V-hU-*a^//^,^|ni;a'-'-(*-h.)^,]sine'rf5'rff 

I" Le point M est extérieur. Comme r> a^ b^ nous pourrons écrire, 
comme plus haut, 






L=2 



f*i-hl ' ^ j^ fi-hi 



On reconnaît facilement que le coefficient du terme en --^, de F 

fournit par U et w" n'est autre chose que le premier membre de la se- 
conde des équations (6) dont on aurait supprimé le second terme; 

ce coefficient est donc égal à -r^ (i — A) G,; nous avons donc déjà 



F=V+^(i-yt)]£*^' 



pi-hl 



- ^■'^'//ïï^Sl'"'''"' "('-^ i)^'\sin6' dô'd^'. 



Mais nous devons poser aussi 



\ ■ ayant la même valeur qu'au numéro précédent. Il vient donc 

3 ' ' ^r*^^ ^ ^r'+-* L2/ -f- 1 21-hi ' 
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Au moyen de la première des équations (6), celte expression seivduil 
facilement à la suivante : 



ffl) 



'-S^-ïc-*)S^^^ 



rj I sinS"rfS"i 



rf*" 



■i" Le point M est intérieur à l'enveloppe ou r<Cb <^a. ~- On devra 
prendre 

i=V-^, V=Vv,r.. 

comme au n" 8. Le terme on r^ fourni par le premier et le troisième 
terme de F ne sera alors autre chose que le premier membre de la 
première des équations (ti) dans lequel on aurait supprimé le terme 
en ( I — &); nous avons donc déjà 

F=u-t-^(i -x-)yn,y 

-H H' f f~ I K-i l>" - '-ii^G' 
t>)mmc ici nous devons prendre 

il vient 

on. en ayant égarii à la seconde des éqnalions(6), 

H. Examen de quelques cas particuliers . — i" k = i. Cette hypoihése 
se réalise à très peu prés pour le fer doux. Les équations (9) et (toj 
se réduisent aux suivantes : 

(9') 

(.oO 
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D'où cette double proposition : L'action exercée sur le point M est 
indépendante des masses magnétiques intérieures s'il est intérieur et des 
masses magnétiques extérieures s'il est intérieur. 

2*^ La sphère est pleine. Nous avons U = o, i = q, par suite (i, — o 
d'après la seconde des équations (6); la première de ces équations 
donne 

(6") n,= ^' 



-4^ ô r- 



2l-i- I 

et Téquation (9) 

3** V enveloppe sphérique ri est soumise quà une action extérieure con- 
stante en grandeur et en direction. Supposons^ pour fixer les idées, que 
cette action est celle qui est produite par la terre. Nous dirigerons la 
partie positive de Taxe Oz vers le pôle boréal terrestre, et nous ferons 
passer par M le plan zOx qui, étant un plan de symétrie, renfermera 
rintensité magnétique. Nous poserons 

V = — //i5 =— mrcosô, lJ=o, ^ = 0, 

m éfant une constante qui sera positive pour notre hémisphère. 
Nous aurons ainsi 

Vo = o, V| = — m cosQ et V, = o pour i > 2 

et, en vertu des équations (6), 

H, = o,. G,- = o pour I > I , Ho = ^» 

en nous rappelant que G© =• o. 
De ces mêmes équations on déduit 

H. = A(i-f-A)cos9. 
G, = Aitè'cose, 
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en posant 



(,.) A = 



4i:[(i-+-^)a» — aAr'ô»] 

De la formule ( 3o) du n** 8 on déduit alors 



/= krcosdyi -h A-hX-^j 



Désignons par ^, DJL les composantes suivant le rayon et la méri- 
dienne de l'intensité magnélique au point M (n^ 2), dont les projections 
sur O.r, Oy, Oz sont respectivement 



dx^ ^ Âfy' • dz 



Nous avons 



êi= ^ = Acosô^i -h* — 2*pV 

(II') { '^ ^ 

et Ton voit ainsi que l'intensité magnétique en chacun des points de 
(A) est parallèle à la direction du magnétisme terrestre. Des formules 
(il), on déduit 

a = ^sin6 -h OR/Cosô =. — 3A^ -rsinôcosô, 

\ -\- k -^k -^{\ — 3cos*5) 

En se rapportant à la formule (9) et ayant égard aux valeurs ci- 
dessus de V,, H,, G|, A, on trouve, pour la fonction potentielle d'un 
point M extérieur à l'enveloppe, 

(12) F = mcos6f — r-t- B^ j, 

en posant 

(x-W T>_i. {k-^i){a} — b^) 
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On déduit de là pour les composantes de l'action exercée sur M, 
estimées suivant le rayon et la méridienne, 

^, =- — mcosO f I H- aB ^.j j 

('4) { ; '. 

ait, =— msinôl — I -i-B^j- 

Ainsi donc l'action dont il s'agit est parallèle à la direction du 
magnétisme terrestre. 

Des formules précédentes on déduit aussi 

— = a, sinô H-oii,cosô =— mB -^sinôcosô, 

— = ^ cosÔ — an, sinô =— m I — B^(i — 3cos*6) L 



ou encore 



dF ^a» 



(»5) 



d. 



Si la sphère est pleine ou si 6 = o, on a simplement 

(i5') 



rfF r ,«»/ 35«\i 

5I = -n'"*^V""^)J 



Il est évident que, si les axes Ox et O^ sont orientés d'une manière 
quelconque, on doit substituer à ces formules les suivantes : 

e/F , a' 

dx r^ 

i tiu. 1 ^ 2. «• 
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§ IV. — Application des formules générales a l'ellipsoïde. 

12. Expression de la fonction potentielle Q. — Rappelons-nous les 
formules suivantes du n** 6 : 

/ X à^f ^'f d'f 

, s r^ I C(df' „ df , df Arfw' 

(2) Q=_A^-^cos/-4-^,cos/n' + ^,cos«'j-j^. 

Soient 

( 3 ) — ^^— ^:l^=\ 

^ ^ a} b^ t" 

réquation de rellipsoïde donné (A) ; 
73' Tangle formé par la normale au point [x\y\z') avec le rayon vecteur 

OM' = f mené en ce point ; 
dd Touverture sphérique du cône ayant son sommet et pour base 

Télément rfw' de la 'surface de (A). 

Ya\ posant 

nous avons 

= 7 -r> cosm = 7 ^, cosn = - — , 

A a' A 6* A C* 

cos ty' = -T cos /' -h '^ cos m' -4- -, cos n' = 4- » 
r r r /-'A 



cosn» 



Par suite, 



/M r^ t.C(df x' df y df z'\.r'*do 

Nous supposerons que lellipsoïde n'est soumis qu'à une action 
extérieure constante en grandeur et en direction, ce qui revient a poser 
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rii désignant par A., ijl), G trois constantes données. Nous allons 
chercher à satisfaire aux conditions d'équilihre magnétique intérieur dr 
rellipsoïde en posant 

■5) /=a^' -^-Z^r-t-y-' 

a, l'i, 7 étant des coefficients inconnus. 

Nous rappellerons (n"* 5 et 6) que a = -^, ^^5 = -.\» V "^ ■/ - ^'^'^*''^^ 

être considérés comme des infiniment petits. 
I.a formule ('i') devient 

(Considérons un second ellipsoïde (A'j ohtenu en transportant ; A j 
parallèlement à lui-même, de manière que son c<Milre vienne coïncider 
avec le point dont les coordonnées parallèles à 0,r, Oy, Oz sont 
respectivement a, jS, y. En désignant par a:'\ y\ z" les coordonnées 
d'un point cpielconque W de la surface de ( A' ; et par r" le rayon Oi\r 
de ce point, nous avons 

a^' "^" ^* "^ V- " — ' • 

OU, en ne conservant que les premières puissances de a, j'i, y, 

+ * S-: — -4- — = 1 

rt* b^ r- 

Si Ton fait coïncider la direction de OM" avec celle de OM', on a 



.» .." 



t par suite, en ayant égard à l'équation (3), 

l, a» ^ 6» ^ c' y '^ ~ a /•' ^ ^• 



3 



'i\!\ magnétisme: statique. 

IVoiis avons donc 

Cette expression n*cst antre cliose, au facteur k près, que la fonction 
potentielle de M qui serait due à l\Utraction du volume de la couche 
limitée par (A) et (A') ou la différence des potentiels qui se rapportent 
à ces deux volumes. On sait que les composantes suivant ().r, Oy, Oz 
>le l'attraction exercée par (A) sur un point (^,j, 3 ), qu'il soit extérieur 
ou intérieur, sont de la forme 

-Nx, - N'7, - N":?, 

N, N', N" étant des coefficients positifs qui ne dépendent que de a, //, 
c. Les composantes semblables relatives à (A'j seront 

- N (.r - a), ~ iN'fj - /3), N"( z - 7); 

d'où, pour les différences, 

- Na, - N'/5, ~ N"7, 
nous aurons donc 

(G, 'S=-NX-x. g==-N'yfej3, §=-Wky, 

par suite 

(7) Q = - H^oLjc -h N'/S/ -h N"73). 

13. Rappel des formules relatives à raltraction exercée par le volume 
d'un ellipsoïde sur un point (x, yj z). — Supposons que ac soit le plus 
petit des trois axes et posons 

Considérons d'abord le cas où le point attiré est intérieur et dé- 
signons par c, le demi-axe parallèle à Os de rdlipsoïde homofocal du 
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pro|)osé passant par ce point. Nous avons, pour déterminer c,, l'équa- 
tion 



-i V- JT* 



c\ c\ -h b* — c* rj H- a* — r- ' 

cpii n'admet qu'une racine positive pour cj; les deux autres racines se 
rapportent aux hyperboloïdes homofocaux. 

Nous avons maintenant (M, a étant une variable auxiliaires 






\9) I-= / ^-r-z r-r. 

lN = — i— ■ ..- > 
<■ lit. 

(>0) ,N =-^-;^-, . 



y» 

Remplaçons maintenant dans l'équation ( 9) w |)ar —u v\ posons 









r^ 



Nous aurons 

( ' ) Voir notamment les formules des p. i5i-i5si de noire Traite élémentaire de 

Mécanique céleste, en y remplaçant m par Tunilé, M par ,\i:aùrj L par - ra^rL^c' 
par Cl et enfin >. par X', et vice versa. 
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Par suite 

c] 

Les formules {\ i) el (i^) s'appliqueront au cas où le pouit alliré se 
trouve sur la surface de rellipsoïde, eu y supposant c, = c ou X, = X, 
\\ = X', et alors nous avons 



ur L- I 



i V 



N = 






c' 



N" = i^?^ L. 



c' 



Si le point est intérieur, ratlraction se réduira a celle de rellipsoïde 
déterminé par la surface semblable à celle du précédent passant par ce 

point; mais, comme pour les deux ellipsoïdes les rapports -j» X, X' ont 

les mêmes valeurs, les formules (i i') et (12') s'appliqueront encore au 
cas considéré. 

On voit ainsi que Ton peut se borner à considérer les formules (11 
et (i 2 i en convenant d'y faire c, = c, X, = X, X', = X' si le point attiré 
est situé sur la surface de l'ellipsoïde ou dans son intérieur: 

Cas particulier. — On a 

mr /• I i' 

* 

Si rellipsoïde est de révolution autour de O2, ou si a= boù X, = X,, il 
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vi(»nt 



Au moyen de ces deux expressions il est facile de former celle de 
— ~- et 1 on a par suite 



'. ^ rwî 



f N' =-^ Tî '- -arclangX. . 

li. Équilibre magnétique intérieur de L'ellipsoïde. — Des équations 
(12 du n° 5, en ayant égard aux valeurs (4) et (6), on déduit 



.V. = a y (i — X)h- N* L 



ou, en vertu des formules (12';, 



, / I — A . ab dX\A 



on déduira de là a, /3, 7 et Ton voit par suite que la forme ( 5) attribuée 
H la fonction/ satisfait bien aux conditions du problème. 

15. Action de V ellipsoïde sur un point extérieur. — Soient X, Y, Z les 
composantes de cette force suivant O^, Oj, Oz. Nous avons, en ayant 
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égard à la valeur (4 ), 

A. — <X> -f- -7—9 
(zj: 

az 

Eu se reportant au n** 16, l'action de l'ellipsoïde (A) sur le point 
M a pour composantes, suivant Ox, Oy, O^, 

, abc rA,L, , abc r/X' L, , abc , 

en ne perdant pas de vue que c,, X,, X'^ sont des fonctions dear, j, z. 

Les composantes semblables de l'attraction exercée par l'ellipsoïde 
(A') s'obtiendront en remplaçant dans les expressions précédentes 
.r, y, z respectivement par .r — a, j' — ]3, s — 7; mais, comme a, /3, y 
sont traités comme des infiniment petits, on voit que le résultat sera 
le même que si l'on ajoutait aux expressions ci-dessus leurs différen- 
tielles totales, en y remplaçant dx, dy, dz par — a, — |3, — 7. 

En prenant la différence entre les actions exercées par (A) et (A'), 
nous aurons 

/ .J7^,L, ,.rr/X,L, r rAjL, 

d.r ^ \ dx * dy ' dz 



^ 



w Jul 




Si l'on ajoute entre elles ces valeurs multipliées respectivement par ûtr, 
r//, dz^ on trouve, pour le coefficient de — [\Tikahca^ 

dfx dX* L| , d\\ Li , Li • \ 
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(^ette expression n'étant autre chose que celle d'un potentiel, la 
quantité entre crochets est nécessairement une différentielle exacte de 
X, j, z et Ton doit avoir par suite 

(fky ^ d\^ r/Xi dzh^ " rA, _ dzLx 

dy dx dz dx dz dy 

Il suit de là que Ton a 



/ /«N ' di) fil d (%x r/X,L, 3>'f/X' I^, 7^ 1^1 

(•0) '^ -^ =- (x^kahc -^^.(^ ^;^ + ^j- -,^-' + ^:j- 

, . , d ftx d\x\jx 3>wA,Ui V^I-i \ 



(.7) Q = _',„aéc(^-^'4-^-^'+^)- 

Au moyen des valeurs (16) les formules (i4). feront connaître les 
composantes cherchées. 

16. Vérification dans le cas de la sphère, — On a a = A = r, X, =:^ o, 
X', = o, L, = î. Les formules (12) donnent 

4ra 47:? _ 4t:y ___ 

— ;>- — t\t — 5— — llby —7- — «•, 

et Téquation (17) devient 



a' 



(18) Q = — * -^ ( ^va? -4- Tft,7 -f • 23 ). 

Si Ton fait coïncider Taxe des z avec la direction de la force exté- 
rieure qui sera, si Ton veut, l'action — m du globe terrestre, et si l'on 
fait passer le plan zOx pur le point M, on a 

^ = 0, iiV = o, G = — m, 7 = 0, 
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puis 



Q = mk -z z; 



iïon Vim déduit 



-,— = — imk -T xz, 

a.r r* 

Kii ajoutant la force extérieure — m à la seconde de ces formules, on 
retombe sur les formules ' i5'^ du n® 11. 

17. Cas d^un ellipsoïde de révolution aplati. — Nous avons a = i, 
>.,—/,: les équations 'i 3^ et i i donnent, en faisant X, — X = 

= !\noL\ —T. 1 i 1 - arc tang a — ^ i 

^ici . tP„ = |7rS — , 1 ; 1 - arc tang / ^, ) h 

I — X 



a — v 



^ = ^i^v I Hr^ -^ ^' ^5zrp( ï - 5: a»*^' ïa"g>) I 



d'où a, |S, V. 

En ce qui concerne l'action de- Tellipsoîde sur un point extérieur, 
on a, en portant les valeurs (i3 ) dans la formule (17), 

9.0) Q = ~ .',;:* ^^(/^,,) [^{ax 4-,3j)(^ arc tang), - ^j 

-^y-(i - x; arctangX,j|. 

Kn faisant a = 6 et désignant par r la distance du point M au centre 
O, la formule (8) donne 

('ji; c] = ; [r» -a«-hc«] H- ; v/{H - a^ -f- c«)» -h .'i (a^ - c» )2% 

en y joignant la relation 

(22) r* = a:*H-j'*4- «*. 
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On pourra ainsi former les valeurs de ■—» -^» ^5 et par suite trou- 
ver les composantes X, Y, Z de l'action cherchée. 

18. L'ellipsoïde de révolution est très aplati. — Supposons que le rap- 
port - soit assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; nous 

obtiendrons une sorte de plaque circulaire dont l'épaisseur décroîtra 
en allant du centre à la circonférence ; on a 

X - ~ I , arc tangX = » 

et les'équalions (19) deviennent * 

4Tra = 



(19) 



4-,9 



I - 


, ÔTZ . c 
-k-\- -r- k 

4 « 

3ift, 


. 3* < 


I - 


. 3ir . c 
- A -f- -7- A- 

4 « 

3e 


3A ^, 

a 



4^7 = 5 

I — A H A- - 

SI a 



r* 



Oïl a conservé le terme en -, en dénominateur des deux premières 

de ces expressions, en raison de ce que, en général, i — A est une très 
petite fraction. 

T^ formule (20) donne ensuite 

^^^^ ^ 3 Ace;? /i I , a\ 

— 5 — 77 ( arc tang — )• 

1 a 



Admettons maintenant que le point M soit assez peu éloigné du centre 
de la plaque pour que l'on puisse négliger les carrés de ^> -i* L'équa- 

36 



lion (3i) (loni 

(21') 



MAGNEIlâMi; STATIQUE. 



=*H'-^" 



PII prenant le si^n<! + ou le signe — selon que^ est positif ou iiéf;atif. 
On a (r.iillciu's 







arclang- = j-^ + j-;. 


et l'expression (20' 


) se réduit à 


Q = 


3*c(J^+B|') l-^-'--\ 


,^._.^i'^-3*j:^'-"^ 






il'ui'i 






''0 _ 






,/(.) 


Sit^cil!.- ^ 3^cUb; 


I2i) ( 


''.•■ 


,(, .^î^_i^\ Y, /^3.*.N,. 






l)e ces formules on déduit ce qui suit : 

Supposons qiif la différence 1 — k soit assez petite |)oiir èlre négli- 
gée. Les équations [i5)et(22) donneront, pour les composantes del'ac- 
tion enercée suriM. 



Y 4 1 «>• 4 lia - 

On voit ainsi (|ue l'aclioii de hi plaqn<Miétriiil en presque lolalité la 
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coiuposante de la force extérieure parallèle au plan moyen de cetle 
plaque, tandis que la composante normale « ce*pl;ni n'a pas été sensible- 
ment modifiée, à la condition toiitefuis que la composante dont d s'af;!! 
ne soit pas très petite ou que la force extérieure ne soit pas trop incli- 
née sur la plaque; de sorte qu'une aiguille aimantée suspendue librement 
parson centre prendrait une direction sensiblement normale ^la plaque. 
Kn supposant que la force extérieure soit due au magnétisme tei-- 
re.stre. Poisson a considéré, comme application de sa formule, les cas 
où la plaquées! horizontale et où elle est parallèle à l'axe des pôles ma- 
};nêtiques. Les conséquences auxquelles il arrive ne sont pas de na- 
ture à trouver place dans cette analyse. 

lî). Ciis d'un eUipsoïrle allongé. — Soit. 6 = v, on a 



<fl.il., 
et, pour délerminei 






= 1,,. 



On n'a plus maintenant qu'à faire des substitutions clans les équa- 
tions (i41 et (17) pour obtenir In solution du problème. 



20. L'ellipsoïde est 1res allongé. Supposons que - soit assez, petit 
pour que l'on puisse en négliger le carré; l'ellipsoïde deviendra une 



2.l4 MAGNÉTISME STATIQUE. 

sorte iraiguille (A) ayant pour longueur 2 a et dont c serait le rayon 
on son milieu. On a ' 

/ , Sx 



a^\ ^ c J 



(24^ 



4^/3= — j.^ 



l -h- 

!2 



, 3e 

47ry = — 



A 

I 4-- 
2 



Q = - 



3Ac'*o.V.»r( log- 1 j 

•\-^\c\ (,_^)a2 4.3A-c-(log^— 1 ) 



3/rc*(uV4-^-) 



Admettons maintenant que la distance du point M au milieu de Tai- 
guille soit assez petite pour que Ton puisse négliger le carré de - 



a 



et, par suite, celui de — ; alors on a 



^i=V7^-^2' 



et, en posant 



(25) k'= •^^'^ 



h— X)a«-h3Âc 



on trouve 



•('°«T-') 



dQ __ 3 kc^ [D), (y^ — ^« ) h- 2 Qyz] ,, Xwy 



(2()l ' ^-^ ^,_H^-);^.^,«) 






^ _ 3 Â-c« [a ( ;;* — 7« ) -4- 2 ife k^] , , Xuz 

fiz '~ i k\, , ^. v«-h :;* 
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Ou déduit de ces formules les conséquences suivantes, en suppo- 
sant que la force extérieure soit due à Taction magnétique terrestre. 

I " L'aiguille {k) est perpendiculaire au plan du méridien magnétique. 

— On a ^i. = o et, de plus, 111)= o en prenant la partie positive de 

Taxe des z dirigée vers le pôle boréal; la quantité 8 sera négative ou 

positive selon que la particule magnétique placée en M sera boréale ou 

australe. 

Désignant par u la distance du point M à Taxe de Taiguille et par v 
Tangle qu'elle fait avec Taxe G:;, on a 

V = w sinv, z — u cosv, 
et, en posant 







3A- 


• 




1 H-- 
2 


on trouve 




dQ 

da- = "' 

dQ a ffc^ G sin 2 v 

dv u* 

dQ a /îj'c' G oos 2 V 




dz 1/» 


puis on a 








X 


= o. 




Y 


2j?c'Gsinav 




Z 


^ a'^c'Ccosav 



Si le point M appartient à ime aiguille aimantée (C;, suspendue li- 
brement par son centre de gravité, très courte relativement à la dis- 
tance lide son milieu au point O, cette aiguille restera dans le plan du 
méridien magnétique, mais l'influence de l'aiguille ellipsoïdale (A) mo- 
difiera son inclinaison. En appelant s l'angle que la partie de l'ai- 
guille (C) qui aboutit au pôle boréal fera avec sa direction naturelle. 
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t;uig£ = - = -—2-———^. 



Il V iiurii un cas où l'aiguille (Cl) ne prendra plus do direction drler- 
linée. c'est lorsque l'on aura en même temps Y = o, Z = o, on 



■a" L'aigtiille (A) est parallèle à l' action magnétique terrestre. — 
On il h!. = o, E = o et, si la parlie positive de O.r est dirigée vers le 
pôle magnétique boréal, la quantité ,1, ser» positive on négittive selon 
que la particule située en M sera boréale ou australe. 

Kn continuant à désigner par u la distance du point M à Ox, et pa,r v 
l'angle qu'elle fait avec <):, on a 



„ A'.t'j'sinv 



La résultante des forces Y et Z est dirigée suivant la distance de M 
;i l'axe de l'aiguille et varie en raison inverse du carré de cette 
distance. 

Si donc le point M appartient à une aiguille aimantée (C) librement 
suspendue par son centre de gravité, la projection de cette aiguille sur 
un plan perpendiculaire à l'axe de (A) sera normale à cette droite, cl 
l'on voit, d'après les signes (le -K- et de a;, que ce sera la projection de 
son pôle boréal ou celle de son pôle austral qui tombera du côté 
de ( A ), selon que le plan perpendiculaire en O à Ox passera au-dessous 
ou au-dessus du milieu de |C'.), ou selon que x sera positif ou négatif. 
Si l'on désigne par e' l'inclinaison sur O^ de l'aiguille {(:)dont la Ion- 
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{îiu'ur est censée très petite par rapport à ii, on a 



"{'-' 



Siipposoiiii maintenant que l'aigiiille (C) soit assiiji'tri<' ;'■ p'estri' liur-i- 
zontale; soient 0/_ la projection horizontale de 0.r; / rim-liruiison 

in;i{;m''tiqni; ■fOy; nous prendrons pour axe des y la perpciidicnlain' 
en () au plan des tO/; soit, de plus, ô l'angle l'orme par (C) avec 
sa direction naturelle i)/. Les forces X et /. donnent suivant ()/ la 
composante 

X cosi + Zsinf'; 
on a. par suile. 



tangî = 



\ .-..s/ + /.,,». (• 



osv siii ( '+ M I 1 -t- <' — A' lo){ - 
Telle est la fin-inule qu'il s'agissait dVtaldir. 



!^ V, — ACTIOMS SlMtfLTAtlÉES DE PLlfSIEUHS .SPBÈHES AIMAUTÊES e^ll 
l'influence de la terre sur VS POIMT qui LETR EST EXTliniEUII. 

21. Soient C,. C,. .... i'.„ les centres des n sphères. 

Nous rappellerons \ n" 1 9 ) que pour chaque sphère les coordonnées 
du point extérieur M sont rapportées à trois axes rectangulaires menés 
par le centre de celte sphère. Nous supposerons tous les svstèmes 
d'axes parallèles entre eux, de manière qm- les composantes X. ic., z 
du magnétisme terrestre suivant leurs trois tlirections soient les mêmes 
quand on passera rl'une sphère à une autre. 

Nous distinguerons par l'indice i les qiianlilés^, a, r, j-, v, =. i) qui 
se r.ipportentà la sphère dont le centre est (!,. 

Les composantes de l'action totale exercée par les sphères sin* le 
^H>înt M sont 

X = Y '"^ , Y = V '"-l' , Z = V -"i 



"_,-'.-, 



" Zj ''-'. 
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on, ri\ vertu de la formule (19) du n*' 19, 



I? 






\ ^. 



li;>. Cherchons à voir si le système de sphères ne peut pas être com- 
l)iné de manière qu'il n'exerce aucune action sur le point M, quand 
mèm(*le magnétisme terrestre viendrait à éprouver un changement en 
grandeur et en direction. Nous avons, en égalant à zéro les coefficients 
de -i., Db, G des expressions précédentes, 

\jx somme ( ' ) des équations (2) étant identiquement nulles, on voit 
(|ue Ton n'a à satisfaire qu'à cinq conditions. 



( ') Par une singulière inadvertance, Poisson a écrit ainsi ccUe somme 



s 






et, comme elle ne peut pas être nulle, il avait conclu de là que les actions des 
sphères ne pouvaient pas s^entre-déduire pour toutes les directions du magnétisme 



lerresli*e. 
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22. Déterminons maintenant les conditions que doit remplir le 
système de sphères pour qu'il n'ait aucune influence sur la direction de 
Taiguille de déclinaison, quelle que soit celle du magnétisme terrestre. 
Nous |>lacerons l'origine des coordonnées au milieu O de l'aiguille en 
prenant le plan horizontal pour celui des xy. 

Nous poserons en conséquence 






us,' 



d'où, en vertu des deux premières des équations ( i), 






l(b23,) 



-2*,2(r*<.(i-5^)-^(-'.'x,+.is=,)]= 



O. 



On déduit de là, en égalant à zéro les coefficients de .l>iiî>, -A,^, nb'*. 



(4) 






23. Considérons d*abord le cas de deux sphères; nous avons 



kA{^-f^ = -kA{x\-y\\ 



a 
r 



^î 7»^i J'i 



(••») 



^1 7î^« ^^ 



a 



= ^k. 



a 



/t,^ 



^1 '^i ^« ^1 — ^2 ]pf 



J?2^a 






.y-i^i' 



37 



2Go MAGNÉTISME STATIQUE. 

En multipliant terme à terme les deu^ dernières de ces équations et 
supprimant le facteur commun qui résulte de la considération de la 
seconde, on trouve 

' 1 ' t 

ce qui exige que Ton ait :;, = o, z^ = o, ou que les centres des sphères 
soient situés dans le plan horizontal. 

Soient y,, y^ les angles que forment r, , r^ avec Ox, Nous avons 

.1, =r, COS9,, V, = r, siny,, .r2=r2Cos^2, y2= f^2^^^92^ 

et les deux premières des équations (5) deviennent 



rt? * rti* 



A-, ^COS2Ç, =:-*2^COS2P2, 



I ' 1 



«? . w a^ 



^^7isin29, =— *2-^sin2 92; 



d'où successivement 



(«) 



tangay, = tang2^2 

..V ..3 

'1 ' î 



Ainsi les rayons vecteurs des deux sphères dois^ent être perpendiculaires 
entre eux et, si les sphères sont de même nature, proportionnels aux 
rayons des sphères. 

27. Revenons au cas général où le système est composé d'un 
nombre quelconque de sphères. Faisons sortir des sommes des équa- 
tions (4) les éléments qui se rapportent à la sphère (C,), et considé- 
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rons comme données les quantités 



261 



i^.^(^;-j'')=A. 



2 

H 



S^'F?^'->'' 



B, 



(7) 



t 

n 



y.^i'pî^in — c. 



f 
n 



J^i,p,z, = D, 



sauf à établir ultérieurement les conditions que doivent remplir les 
constantes pour que le problème soit susceptible d'une solution. En 
posant, comme plus haut, 

Xi=r^ COS9,, j, = r, sinç,. 



les équations précitées deviennent 



-A, 



(») 



A-, -^COS29, = 



^*. Tisinsy, =-2B, 



a 






' 1 



-c. 



-D. 



De CCS équations on déduit d'abord 



(9) 



' 1 



= V'A' + 4B*, 
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puis 

(lO) <' 

( tangî>, = ^- 

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que l'on ait 

(il) '|AT)C = B(C*-D*). 

En admettant que cette condition soit remplie, et que ^,, a, soient 
donnés, les formules ci-dessus feront connaître r, , z^ et f^. 



■ ■■Qi 



MOUVEJIENTS 

DES AIMANTS ET DES COLRANTS DÉTERMINÉS PAH LEURS ACTIONS MUTUELLES. 



i. Loi de Biol et Savart. — Considérons un courant AXïguHircl Jig. i) 
constant liAB', dont les deux branclips AB, AB' sont assez longues pour 
qu'on puisse les considérer comme iiifînips ; concevons que, sur !e pro- 
longement extérieur de la bissectrice Aa; de l'angle, on dispose le 
centre O d'une petite aiguille aimantée PP' qui ne puisse se mouvoir 
qu'autour d'un axe passant par ce point compris dans le plan du cou- 
rant et perpendiculaire à Ax, 

Biot et Savart ont reconnu expérimentalement que l'nifjttiUe se 
place perpendiculairement au plan du courant, que l'action exercée sur 
chacun de ses pôles varie en raison inversede la distance de ces points au 
sommet du courant angulaire et quelle est proportionnelle à la tangente 
du quart de l'angle. 

2. Principe élémentaire de Laplace. — Soient 

i l'intensité du courant; 

V la masse delà particule magnétique censée concentrée au pôleP qui, 

changée de signe, est la masse semblable concentrée en P' : 
a la distance OA; 

a l'angle B Aa: = B'Ax ; 

li un point quelconque de l'une des branches du courant j = AB : 
ds un élément BA du courant ; 

£ son inclinaison sur lo prolongement du rayon vecteur OB = r. 

38 



a64 MOUVE3IEWTS DES AIMANTS ET DES COURANTS. 

En négligeant le carré du rapport de la demi-longueur de l'aiguille à 

Fip. I. 




r, l'action exercée par c& sur P, en désignant par (x une constante, sera 
de la forme 



(0 



ixiv/{r,î)ds, 



et sera perpendiculaire au plan BOB'. 

L'action totale exercée par le courant sur P aura ainsi pour valeur 



(a) 



Or on a 



F = a/x/v / /(r, î)ds. 



sin(a — e) / • ^ \ 

s = a — ^ = a(sinacot6 — cosa), 



sine 



et l'expression (2) devient 



j siiia , 

as = — a ■ . , as, 



sina 
r= a-. — y 

sme 



(3) 



Fr y/^sina \ dt 
* c/ \ sine / sin*i 



Comme cette force doit varier en raison inverse de a, il faut nécessai- 
rement que l'on ait une relation de la forme 



^ \ sine' ] , sin* 



sin'e 
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ce qui revient à poser 

(4) /{r,,}=à^', 

alors on a 

D'après la loi de Biotet de Savart, on doit avoir 



nr,/ M^)dt = i^ngl 



sin ., 





OU 



/ A[^)di = 2sin^- = I — cosa; 



d'où 



et 



/(a)=sina 

/(e) = sine, 



sine 



Enfin, pour l'action élémentaire (i) exercée par ds sur P, 



(5) jxiv^'cfe. 



En généralisant ce résultat, on conclut avec I^place que Vaction 
exercée par un élément de courant sur une particule magnétique est 
proportionnelle à l'intensité de courant^ à la masse de la particule^ à la 
longueur de r élément ^ au sinus de r inclinaison de l'élément sur le rayon 
vecteur partant de la particule, à l 'inverse du carré de ce rayon ; et de plus 
quelle est perpendiculaire au plan déterminé par la particule et Vêlement. 

Si l'on désigne par rfco l'aire du triangle déterminé par ds et v, on 
reconnaît facilement que l'expression ( 5 ) prend la forme 



(6) ^-^d.. 



En vertu du principe de l'égalité entre l'action et la réaction, l'action 



2D6 mouvements des aimants et des COUBAnTS. 

exercée parv sur rfi sera aussi représentée par les expressions (5) et (0), 
mais devra être changée de sens. 

Mouvement imprimé à un courant constant par un aimant. — Soient 

F, 3IL la résultante des actions exercées par l'aimant sur le couranlet leur 

moment par rapport au centre de l'aimant pris pour origine ; 
Fj, 3R.J. leurs projections sur Oa:; 
rfwj. la projection de dut sur le planjOz; 
r', d'W les valeurs de r, rfw qui se rapportent à t/s et à P. 

On a, en employant les mêmes notations en ce qui concerne les axes 
O.v, 0=. 

. fjdu,^ <t,»\\ 

. r/dio. du>:\ 

. r\ /rf<«, rf«.;\ /d<^y 

. r\ /rfo.^ di^'A (d<^^ 

_ . r jd<^^ ' rf../,\ idi-^ 



(7) 



'a)} 



Supposons que l'on prenne la direction de OP par ta partie posili% 
de l'axe des z, et soit ^2/ la distance des pôles de l'aimant, on a 



r=\'x'-hy'-h{z-ly. 



(S) 



: v'.r* -h y -h [Z + /J', 
y(tz~-iz^l)dj' ^ 

_ {z + l)d.i- — jrds 
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Au moyen des formules (8) et (9) et des équations du circuit, on 
déterminera F et OR/ en grandeur et en direction; le moment du centre 
de gravité géométrique G du circuit sera déterminé par F, et le mou- 
vement de rotation autour de ce centre se déduira des formules d'Euler 
en faisant intervenir les moments principaux d'inertie de ce circuit par 
rapport à G. 

Mouvement d*un courant autour de l'axe d'un aimant. — Soit {/ig, 2) 
u = ^x^ -h y^ la distance d'un point M du courant à Taxe Oz. 

Fîg. a. 




P'j. 



m 



Des formules (7) et (8) on déduit 



on 



= /x,v[/ 



{z — l)du^'- u}dz r{z -h l)du} — u}dz 



-r- 



./» 



] 



Si est l'angle formé par le rayon vecteur r, avec Oz, on a 

z — / = — rcosS, u^ = Hsin^ô, 
et la première intégrale de l'expression précédente se réduit à 

— / sinOdO = cosô, — cosô^t 



en désignant par 0© ^t 9, les valeurs de 9 correspondant aux extrémités 
Ao et A, de l'arc voltaïque. En distinguant par un accent les lettres 
semblables qui se rapportent au pôle F, on reconnaît que, en défini- 
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(ive, on a simplement 



(!)) 



OTl: = ;j:/v(cos5, — cosS^ — cosô\ ■+■ cos5„). 



On voit ainsi que ce moment a la même valeur, quelle que soit la formç 
de l'arr, pourvu que ses extrémités soient deux points déterminés. Il 
sera nul et 11 n'v aura pas de mouvement si le courant est fermé, ou 
s'il se termine en deux points situés sur l'axe de l'aimant et compris 
entre les deux pôles, puisque dans ce cas on a 

0„ = 5, = 71, 5'„ = 5', = o. 

Dans tous les autres cas le mouvement de rotation du courant serait 
unirormément accéléré sans l'intervention des résistances passives. 

Action d'un courant reclillgne indéfini sur un aimant dont la ligne 
des pAles est perpendiculaire à la direction du courant. — Nous pren- 
drons pour plan de la figure celui qui est mené par la ligne des 
pôles V\'' perpendiculairement au courant dont la trace sera repré- 
sentée par A. 

Soient 

3/= PFla distance des pôles; 

Oj: la perpendiculaire menée en son milieu O. In partie positive de 

l'axe des y étant dirigée suivant 01' ; 
X, y les coordonnées de A ; 

/■= yfx'^ + [^—yfi ^ = V-^" + (/+/)* les distances AP, AP'; 
«. a' les angles qu'elles forment avec PF. 

Les actions exercées par le courant sur P, F, respectivement perpen- 
diculaires à AP, AP', ont pour composanlcs, suivant Ox et Oy, 



fi) 









-'■). 
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et leur moment par rapport au point O est 



t OR, = [livlr-^ — ^^^ 



l^ivl 



■^) = ^(/- 



-.v^)- 



Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers. 

i" L'aimant est suspendu à un fil. 

Il tendra à sortir do-la verticale en vertu de la force X, et si l'on 
admet que pi soit positif, le courant agira par attraction ou ri'pulsion 
selon que A se trouvera entre les deux branches de l'bvperbole équi- 
latère représentée par Inéquation 

x^ — _j'^ + /- = o 

ou qu'il se trouvera dans l'intérieur de l'une ou l'autre branche. 

L'hyperbole est ainsi le lieu géométrique des positions de A pour 
lesquelles l'aimant ne reçoit aucune influence du courant. Ces divers 
résultats ont été vérifiés expérimentalement par Boisgirand. 

a" {Jne aiguille flotte sur la surface d'une couche d'eau et est dirigée 
suivant la méridienne magnétique. 

Cette aiguille ne peut se déplacer qne suivant la ligne des pôles, et 
par conséquent sous l'action de la composante Y. 

3" t'aiguille est mobile autour d'un ajce mené par son centre parallè- 
lement au courant. 

Le mouvement de rotation sera produit par le moment OIL : on voit 
alors que le courant n'exercera aucune action si sa trace A se trouve sur 
l'axe Oœ ou sur la circonférence ayant son centre en O et dont le 
rayon est /. En traversant l'une on l'autre de ces lignes, une attraction 
se changera en répulsion ou vice versa. 

W nous parait inutde d'aller pins loin dans la discussion de la 
formule (3). 



ÉLASTICITÉ. 



i9 



ÉLASTICITÉ. 




I. Lorsqu'un corps sulitle est soumis à l'acliun de forces exté- 
rieures, ses molécules entrent en mouvement; il se déforme successi- 
vement jusqu'nu moment où l'équilibre se rétablit entre les forces 
moléculaires, modifiées par la variation des distances des molécules, 
et les forces extérieures. Si les intensités de ces dernières forces ne 
dépassent pas une certaine limite, dès que leur action vient à cesser, le 
corps reprend sa forme primitive à la suite d'une série de vibrations 
exécutées par ses molécules. 

Tous les corps solides sont élastiques dans certaines limites variables 
avec leur nature; mais celle propriété ne subsiste que pour des défor- 
mations très petites par rapport aux dimensions des corps ou pour 
des écartcments des molécules très faibles par rapport à leurs distances 
primitives. 

De ce que la constitution des corps se inoilifie pour des déplace- 
ments très (jetits de leurs molécules, il faut conclure que la fonction 
f{r) de la distance r de deux molécides, dont dépend leur action mu- 
tuelle, décroit très rapidement lorsque r augmente et devient insen- 
sible dès que cette distance atteint une certaine limite r,, très petite 
d'ailleurs, il résulte de là que les actions exercées sur une molécule m 
du corps par toutes les autres se réduisent à celles qui proviennent de 
cellfs des molécules situées dans la sphère d'activité de cette molécule 
dont le rayon r, est très petit. 

Nous ne nous occuperons dans ce qui suit que des corps qui, à l'étal 
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iialurel, c'est-à-dire soustrairs à l'action de loutc force extérieure, sont 
homogènes tlans toutes leurs parties. 

I/étude de l'élasticité exige d'abord la connaissance du sujet que 
nous allons traiter dans le paragraphe suivant. 



§ 11- 



De l'éqcilibuf ixtérieur d'un corps, quel qu'en soit 
l'état physique od la natuhe. 



2. De la pression dans l'intérieur d'un système matériel. — Concevons 
un plan indéfini PP, qui divise en deux parties (A) et (A') un système 
(le points matériels, et dans ce plan un élément superficiel da ; soient 
m, m.' deux points matériels appartenant respectivement à (.\), (A'), 
choisis de manière que la droite mm' traverse rfw. La masse m sera 
soumise de la part de la masse m' à l'aciion d'une force attractive ou 
répulsive dirigée suivant la droite mm'; toutes les forces moléculaires 
pareilles provenant de (A), traversant rfu, transportées parallèlement 
à elles-mêmes au centre de gravité G de cet élément, auront une résul- 
tante de l'ordre de d'o. que l'on peut représenter par p rfu et qui 
est ce que l'on appelle la pression élémentaire exercée par ( A') sur d'à. 
[jC coefficient p, ou la pression sur d'i> rapportée à l'unité de sur/ace, est 
désigné simplement sous le nom de pression, au point G du plan PP,; 
celte pression peut se décomposer en deux forces : l'une p„ esl dirigée 
suivant la normale ON au plan PP,, l'autre p,, dite tangenlielle, est 
comprise dans ce plan. 

I^ dénomination de pression suppose que la direction de /)„ tra- 
verse (A); dans le cas contraire où cette direction est comprise 
dans (A'), la pression devient une traction. Mais, pour plus de simpli- 
cité dans le langage, nous n'emploierons pour />„ cpie la dénomination 
de pression normale, sauf à la considérer comme négative quand elle 
devieni unetraclion. 

La pression élémentaire ^(/u n'est autre chose que l'effort que l'on 
devrait exercer sur d'u. sans changer les conditions dans lesquelles se 
trouve cet élément, si l'on venait à supprimer la portion de [A') qui 
agit moléculai rement à travers cet élément. Il esl clair d'ailleurs 
que la pression exercée par (A) sur [A') est égale à p changé de sens. 

Nous représenterons en général par/»,, la pression exercée sur unélé- 
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ment perpeDdiouIaiie à un axe Ou et par/»,,,., la composante de retle 
pression estimée parallèlement à un axe Of, 

3. Du parallélépipède élémentaire — Nous rapporterons le système 
matéi'iel à (rois axes reclangiilaircs 0.r, 0_^, = . 

Concevons maintenant que le système soit décomposé en parallélé- 
pipèdes élémentaires par trois séries de plans |>arallèles aux plans 
eoortionnés. Soient : 

x,y. s les coordonnées du sommet M le plus \oisin de l'origi 

de ces parallélépipèdes; 
tlx, dy, dz les dimensions du parallélépipède parallèle à res axes ; 
da = dydz, db = dz dx, de = dx dy ses faces perpendiculaires à 

Ox, Oy, Oz : 
D la densité du corps en M; 
X, Y,Z les romposantes de raccélération de la résultante des forces 

extérieures qui sollicitent le parallélé|)ipède, en y comprenant l'inertie 

s'il V a lieu 

Les deux faces da sont soumises respectivement aux forces pa 



\ê\esda.p^^ 



«!/'." + if ' 



ui se réduisent à 



— dxdydz - 

Les couples de faces db. de donnent de même suivant 0.r les com- 
posantes 

... —dxdydz 

qui, jointes à la précédente, font équilibre il Hdxdy dz'^,' 
l'équation 

dx ^ dy ^ eh "■^' 



(') 



et lie même 

<i.y 
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Concevons que, par le centre du parallélépipède, où passent les direc- 
tions de /f?;rxiP/r»/^«» X, Y,Z, on mène une parallèle à Oz. Les moments, 
par rapport à cette droite, des forces qui sollicitent le parallélépipède, 
se réduisent à ceux des composantes des pressions respectivement 
parallèles à db et e/a, ce qui donne, en exprimant que leur somme 
est nulle, 

d'où, en remplaçant rfa et dbpar leurs valeurs, divisant par ^^— et ne 

conservant que les quantités finies, 

et de même 

(2) 

Pzx — Pjcz^ 



Prt = P 



«r* 



Ainsi donc on peut intervertir l'ordre des deux lettres des indices 
des composantes des pressions. 

En se donnant la fonction de if, j', z ou de /i^, p^tp^ qui représente 
la densité, les six équations (i) et (2) sont insuffisantes pour déterminer 
les neuf composantes des pressions : il faudra leur en ajouter trois 
autres qui définiront la nature du corps. 

t. Du tétraèdre étémetnaire. — Considérons le tétraèdre déterminé 
|Uir les arêtes «fcr, rfv, dz partant du sommet M. 
Soient : 

rfw' la luise; 

a, îS, y les angles que forme la normale à dtù' avec Ox, Or, O:;: 

da -- cosarfw', db = cosjSrfw', de = cosy rfw' les faces des tétraèdres 

parallèltMi aux plans vOc, zOœ^ xOv: 
p' la pression exercée sur dtù\ 

Les pressions </<i./>jf. db^D^^dcp^ei lapression^/o»'./?', prise en sens con- 
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traire, qui sont du second ordre, font équilibre à la résultante des forces 
extérieures; mais cette résultante est de l'ordre du vohune, c'est- 
à-dire du troisième, et par conséquent peut être considérée comme 
nulle ; on a donc en projection sur l'axe O x 

da.p„-i- db.py^ + de .ptx— da' .p'^ = o, 
d'où 

( p^ = PxxCostt -i-^j.^cos/3 +/»„ cosy 
1 et de même 



(3) 



p^=^p^cosa -h p^^cosp + p^yCOsy. 
p'^ = PxtCosa -t-py.f cos^ -H/ï„cos7. 



Telles sont les relations qui tient les composantes de la pression p' 
aux six fonctions p^x, pyy, p^tt Pxx< Pxt< p^t 1"' vériûent les équations 
auv différentielles partielles (i). 

Remarques. — i" I^a première des formules (3) exprime que la com- 
posante suivant Oo: de la pression sur da' est égale à la pression sur 
da estimée suivant la normale à dm' ; d'où ce théorème : 



Si p' et p" sont des pressions relatives à deux cléments dw' et d'u" pas- 
sant par un même point ayant pour normaies N' e/ N", la projection de p 
sur N" est égale à la projection de p" sur N', ou autrement 

p'coslp'.ti'') =^"cos(/>",N'), 

ce qui constitue le théorème de Végalité des composantes normales réci- 
proques. 

2" La composante de la pression^', normale à l'élément correspon- 
dant, est 

p'^^p'jCosa -f-;î' cos^ -hp^cosy. 



d'où 

(3') 



i /j), = ;'„cos*»4-/),^cos*p -i-/)„cos*y 

\ -4- 2/ïjyCosacosj3 -+- 2/>„cosacosy -H 2py,cos^cos-/. 



5. Ellipsoïde des pressions. — Rapportons aux trois axesMa^'.My, 
Mz' respectivement parallèles à p^.p^.p^ le lieu géométrique de l'cx- 
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trémité n de la droite qui représenle la pression p' \iour toutes les 
orientations de l'élément dm'. 

Soient x',y',z' les coordonnées du point n. En supposant les axes 
Ox, O/, Os transportés parallèlement à eux-mêmes en M, on a 



(«) 


COSI 


;-r', 


,«) = 


= fe, co,{y,x)=f^. co^z'„r 


d'où 








1 ^- = 1^«-?f/-^^'- 
1 et de même 


(4) 








/^r p, ^ r, ^ r: 

P^ Py ^ P-. 



Il résulte de la comparaison des formules (!i) et (4) que 
(51 cosa = — . cosfi = ^1 COS7 = — . 

^ ' P^ ' P, ' Pz 

d'où 

(") (s)'^(l)"-il)'=' 

pour l'équation du lieu cherché, qui est ainsi un eUipsoïfle pour lequel 
les pressions correspondant à trois éléments rectangulaires forment un 
Système de diamclres conjugués. 

(i. Nous allons mainlenaiil démontrer que la pression sur un élément 
plan au point i\l coïncidant avec l'un ou l'autre des trois plans pn'nci- 
pauJL- de l'ellipsoïde lui est normale . A cet effel, supposons que l'on oriente 
iesaxesOa-, Oj, Os de manière que Ma:', Mj', Ms' coïncident avec les 
axes princii>aux et soient 1', P', V ce que deviennent p^, p^, p^. Nous 
avons d'ahord 

m H^f^ {¥)'='■ 
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En se reportant aux formules [a) et exprimant que la somme des 
carrés des cosinus des angles que forme Mii- avec M.r', My',M'5 est 
égale à Tunité, on a 



(¥)"+(¥)'+('*)'='• 



et de mémo 



i? j -+- ( '-Vr ) +1 w I = » . 









En éliminant /?^^,/?^,.,/î-5 entre les équations (7) et (8), il vient 

/ 2 / I I Y 2 /_; i \ • 



I I \ / I I 



Pjcz(\îi l>"i) "^ PzY (pi p''ï) ^* 

Supposons P^ > P^ > P"^ : la première de ces équations exige c[ue 
pjty= o,/?j2= o et les deux autres que p^y == o ; de sorte que Mx\ 
My\ M^' doivent coïncider avec O.r, Oy, Oz, ce qui démontre la pro- 
position énoncée. Les pressions P, P', P", dirigées suivant les axes prin- 
cipaux de relli|)soïde, ont reçu le nom de pressions principales. 

7. Détermination des pressions principales, — En supposant // -- P, 
on a 

{b) p^=Vcosa, f/y^Vcos^, ^^ = cosy, 

et les équations (3) deviennent, en éliminant les cosinus, 

P'JPjcx - P) -+- PsyPr -H PjczP, = O, 
( » o { p'y {pry - P) -H PyjcP'jc -*- PrzP'z = O, 

Pz {Pzz - P) -+- P^zp], -H PrzP, = O ; 

/,o 



(H) 
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d'où, par l'élimination des rapports ^1 -'> 

t - [px^Py.^P'^ + -^P^rP^tP,. - P^^pI, - Pnp\-. - P»Ply) = 

équation du troisième degré dont les racines seront les valeurs des 
pressions principales, P, P', P". Si celte équation a des racines néga- 
tives, chacune d'elles correspondra ànne traction. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer qne, d'après l'é- 
quation précédente, on a 

• p^^p,y + p^^p^^+p.^y P» - p:> - p'U + pI= = ^^' + PP" -^ P'P"- 

Les équations [b) et (lo) donnent 

Pcosa(/j^j— P)+/)j^PcosjS-l-/»j,;Pcosy = o, 
VcQ&^[pyy — V) +/)j.jPcosa+/îj;Pcos'j' = o, 
P COsy [p„ — P) + ^_,,P COSK -t-pjiP cos/3 = o, 

el les dernières feront connaître les angles que forment, avec 0^\ 
Oy, Oz, les axes principaux correspondant aux valeurs P, P', F'deP. 
Nous pouvons donc supposer maintenant que l'ellipsoïde est rap- 
porté à ses axes principaux ou qu'il est représenté par 



(,j) 



(î)'-(^)'-(p)' 



Pemarque. — Comme nous avons maintenant Pxx = ^j pyr=^^'' 
/»..t= P". p^y = o, Pj-i= o, p,i= o, l'équation (3') du n" 3 donne, pour 
la composante normale de la pression p', 

(3") /*« = Pcos'aH- P'cos'jS -i-P"cos'y. 

Portons sur la normale, à partir du point (1, une longueur 
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en prenant le signe -f- ou le signe — selon que p^ est positif ou né- 
gatif ; si nous désignons par a?, y, z les coordonnées du point /i, l'é- 
quation précédente devient 

et représente une surface du second degré à laquelle nous ne croyons 
pas devoir nous arrêter. 

8. Orientation <V un élément plan soumis à une pression dont la direc- 
tion est donnée. — Soit/?' la pression dont il s'agit. L*équation du plan 
auquel appartient l'élément est 

(i3) a7Cosa-f-j^cos|3 -h s cosy=: o. 

Par suite de l'égalité des composantes réciproques, on a 

(i4) Pcosa = /?^, ycos|3=/?^, zcosy = p\, 

de sorte que l'équation du plan devient 

(«5) ±^+y^^i^ = o. 

Donc le plan de V élément est parallèle au plan tangent à la surface du 
second degré 



"Y** \'* <** 



(•6) 1-+.L, + ^,=±P. 

mené au point oà la direction de la pression vient la rencontrer, k étant 
une constante quelconque. 

Des formules (S'') et (i4) on déduit 

en désignant maintenant par x^ y^ z les coordonnées du point de 
l'ellipsoïde des pressions déterminé par la direction de/?'. 
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Lorsque les pressions principales sont de même signe ou sont ti*ois 
pressions proprement dites ou trois Irartions, la surface (iG) est un 
ellipsoïde et^' est de même nature que les pressions principales. Dans 
le cas où ces dernières sont égales, les ellipsoïdes [i^] et 1 16) devien- 
nent des sphères; toutes les pressions sont égales et normales aux élé- 
menls correspondants. 

Lorsque l'une des pressions principales est de signe contraire aux 
deux autres, la surface (iGj représente deux liyperboloïdes, l'unà une 
nappe et l'autre k deux nappes. Si la direction de p' rencontre le 
premier, celle pression est de même nature que les deux pressions 
principales de même signe ; le contraire a lieu si la direction de p' ren- 
contre le second hypei-boloïde. Le passage de l'une à l'autre nature 
des pressions a lieu sur le cône asyniptolique 

'■' , y' , -;' „ 



ce qui, d'après la formule (c), exprime que la composante normale de 
la pression p' est nulle; celte pression est donc dirigée suivant la gé- 
nératrice du cône qui passe par l'élément qui lui correspond, d'où le 
nom de cône de glissement donné au cône asvmplotique. 

Supposons que l'une des pressions principales P" soit nulle; l'élé- 
ment plan en M perpendiculaire k Ms n'est soumis à aucune pression 
et. de l'égalité des composantes normales réciproques, on déduit que le 
pian de l'élément ci-dessus contiendra les pressions exercées sur tous 

les éléments superficiels passant par M. L'expression sj =^> dans 
l'équation (12). se présente sous la forme -; pour en avoir !a valeur, il 

suffit de remonter aux équations (i^)- «"l on reconnaît qu'elle repré- 
sente le cosinus de l'angle y que forme la normale à l'élément drù' 
avec l'axe Ms. L'équation dont il s'agit devient 



(,.■) 



- ït;; = s.i.-/, 



et l'on voit que les pressions sur tous les éléments plans apparte- 
nant à un cône de révolution autour de M:, dont la demi -ouverture 



TnÉOBIE MATHÉMATIQUE DE l' ELASTICITE. a83 

est y, sont les demi-ci iaméires d'une ellipse dont les deiiii-nxes sont 
-;— . -l — L'équation fi5) du plan d'ji' devient 

siiiy siiiY T >. / I 



(iS') 



f vfïT -i-3COS7 = 



dont la trace sur Je plan xM/ est laiigonic à la courbe dont l'éqnatîon 



(iC) 



au point où cette courbe esl rencontrée par la direction de //. L'équa- 
tion {i(i') est celle d'une ellipse si 1' et l*' sont de même signe, et, dans 
le cas contraire, de deux hyperboles équilatéres conjuguées dont les 
asymptotes remplacent le cône de glissement. 

Supposons maintenant que deux pressions principales P' et V" soient 
nulles, Toutes les pressions auront la direction P, cl, pour déterminer 
la pression p' sur la normale N', le riiéorème de l'égalité des compo- 
santes normales réciproques nous donnera 

/ï' = Pcos(P, N'). 

9. Efjiialions de l'équilibre intérieur en coordonnées cy/indriques. — 
("oncevoix que le corps soît divisé en éléments par trois séries de sur- 
faces orthogonales : la première composée de cylindres circulaires 
ayant le même axe OZ; la seconde de plans perpendiculaires <\ cet 
axe, et la troisième de plans passant par le même axe. 

Soient (Jtg. i) 

s la distance du point C. où im plan CAA, de la deuxième série rou])e 

l'axe OZ, à un point fixe O de cet axe ; 
C l'angle que forme un plan quelconque OCA de la troisième série avec 

un plan iixc de cette série; 
r — CA le rayon d'un cjlindre de révolution autour de OZ. 

Les grandeurs s, 5. r déterminent les trois surfaces orthogonales, 
par suite leur interseclion A dont elles sont les coordonnées. 
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Soient de plus 

dQ = ACA| Taccroissement infiniment petit de ô, AA| étant Télément de 

cercle de rayon r; 
BB, Tare de cercle du même centre, de rayon r-hû?r, ce qui suppose 

AB = A,B, = r/r. 

Concevons maintenant un plan C'A' A, parallèle à CAA|, et qui en 

Fi(j. 1. 




soit distant de CC' = cfe; nous déterminerons ainsi un élément de vo- 
lume dont la masse est D drdzrdQ. 
Soient 

Ar le prolongement de CA; 

\i la portion de la perpendiculaire à cette droite située dans le plan 

CAA| , qui rencontre CA, ; 
A|r,, A,/, les positions que prennent Ar, A/, en supposant que CA 

tourne de dO ; 
As la parallèle en A à OZ; 
T, R, Z les composantes suivant A^, Ar, kz de Taccélération de force 

•extérieure qui sollicite la masse H^drdz .rdO^ 

Pttf Ptrf Ptz ( les composantes-suivant j AA'BB' =drdz, 

Prt^ Prrf Prz ] A/, At, As > AA , A' A, == T rfÔ i/s, 

Pztf Pzrf Pzz f de la pression exercée sur les faces ) A A i BB, =rd6 dr. 
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en donnant ainsi de l'extension au système de notations du n^ 2» ce 
qui permet d'intervertir l'ordre des lettres des indices. 

Il est bon de remarquer, avant d'aller plus loin, que si une force F 
est dirigée suivant A,/,, ses projections sur A^ et Ar sont respective- 
ment F et — Fe/5, et que si F est dirigé suivant A,r,, ses projections 
sur les mêmes directions sont F dô et F. 

Cela posé, sur les faces opposées AA'BB', A< A',B,B', s'exercent res- 
pectivement les pressions élémentaires 

^rdzp,, suivant A/ ( qui' se )_ jr dz dO ^ suivant \t 

/ dp \ \ réduisent V '™ 

-drdz[p,,-^-^dB^ » A,^( :^ ]drdzdÔp„ . Ar 

drdzp,r » Ar( qui se )_j^j^jq^ „ ^^ 

/ dp \ i réduisent [ "" 

-drdz[p,r+-^dQ'j » A.r. ( ^ ) - drdzd$p,r » \t 

drdzptz >^ As l qui se J 

/ Hn \ \ réduisent / — drdzdS -^ » As 

-drdz{p,, + ^d5) » Asj à j ^ 

m 

Pour les deux autres couples de faces, les pressions semblables 
ont la même direction et chaque couple ne donne qu'ime seule 
résultante. 

On a, pour la face AA, A'A'^ et son opposée, 



rdOdzprr 



_ M Jr{rp„ +'%.*)! = -**'*' (''" ^ -• '*■') '""""' *'• 



rd$dzdp„ . . 

j/= 7 / drpr. J \ = - drdzdQ[pr,-\- r-gi) » A/, 

- dO drl rprt+ -jr dr) \ \ '"^ ' 



•rt 

yrrc . rf^ drj 
rd$dzp^ 



jcjf dpr,\ [=-drdzd9(pr:-+-r^) » Kz. 

- dQ dz[rprz+ r -^j \ \ '"^ J 
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Enfin on trouve fiicilenieiit, pour le lroisi<inie couple de faces, 
-rdSd-.dr'Jtff^ 
-^rdldzdr'^ 



dz 



uivatit Az, 

.. A^■ 

kr. 



Si iii;iiii tenant, ponr chacune des trois directions considérées, on 
fait la somme des composantes des pressions élémentaires et de la pro- 
jection correspondante (le la force extérieure, on trouve, pour les éqiui- 
tioiis chercliéi's. 



(■7) 



^-; 


1 dp„ 

■ du 


-% 


'+'- 


^ 


Jl!: 


•■ = D 


> <'pit , 

r (A) 


^ 


-^^ 


-+- -. 


P,r 


= 


:1)T, 


^-; 




-^ 


■ + - 


:Pr, 


,= 


:1)Z. 



DR, 



10. Equations de l'équilibre intérieur en coordonnées sphvriques. — 
(Concevons que le corps soit divisé en éléments de volume par trois 
séries de surfaces orthogonales : la première formée do sphères ayant 
|iour centre commun l'origine O; la seconde, de cônes de révolution 
avant pour axe une droite fixe Os; la troisième, de plans menés par 
cette droite. 

Soient A ijig- a) l'intersection de trois de ces surfaces; r=()A le 
rayon de la sphère; la demi-ouverture AOZ du cône, ou la colali- 
tude; ^ la longitude ou l'angle formé par le plan ZOA, avec un plan 
fixe ZOX. 

. V.n faisant varier : i" riie dr, nous obtiendrons le point l(; -2" 6 dcdQ. 
les points A et B viendront en A', B'; 3" ^ de d<^, les points A, B, A', B' 
viendront en A,, B,, A',, B',. 

La masse de l'élément de volume AA, AA', |BB'B,B', a pour expres- 
sion 



(") 



U</;.;''siiiS</5(/'J; 



f « 
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comme AA, = rsinôrf^, on a, pour Tangle AOA, 
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b) 



dî = sinôr/^. 



Soient Ar le prolongement de OA; A/ la portion de la tangente au 
parallèle dirigée dans le sens de Taccroissement de <{/; Am la partie de 



Fi(». a. 




' 1 

/ ! 

I 



tl 



/ 
/ 

/ I 

A- j 

7^. ■ "lA 



/ 



I 



m 



la méridienne dirigée vers Téquateur XOY; R, M,T les composantes 
de Taccélération de la force extérieure qui agit en A, estimées respecti- 
vement suivant les axes auxiliaires Ar, Am, A^; A|m,,A«^, les équi- 
valents de Am, A/ pour le point A, ; A' m', AY les droites semblables 
rektivesau point A'; I l'intersection surOZ des directions de Am, A,/w,. 
On reconnaît facilement que 






ÀIA, = -^ = cosôd^, 
cos(m,/,) = cos(9o®-i- AlA,) = — cosôrf^f/. 



Cela posé, nous avons, pour les résultantes des pressions élémentaires 

4i 



w 
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1 


H 


exercées sur la fate A A' A, A', et son opposée 

, ,/..„ V ' = — fiinO d6dilrdr( 2p„ -t- r -Ç^ ) stiiva 
- siD 5 dO rf^. (^rV;, 4- ^^ drj\ ^ \Jrr ^i^ j 


■ 


^B 


ntAr, ^ 


^p^ 


et de Qiéme 


1 


1 


— sinCrf5rf4'^rfr(2/j„„ + r-^j « 


Am, ■ 


■ 


- sin5 rf5 d^rdr(-pr, "^ '" ^ ) " 


J 


H 


. En considérant mainlenant la faceAIÎA|B, et son opposée, nous fl 


^^^ 


avons 


1 


^^H 


r&inOd'\>drp,„r suiv. Ar 1 dsin'ip,„r ^^^■^, ^^ | 


^1 


-r,/4,rfr(^sm6/.„„ + -^-^rf9) >. AV ) - sinS/^,,,, 


" A m 


^^^B 


r sin S d'il rp^^ .\m 1 î (/siniî/>„,„ 


A m 


^H 


- rd,dr{.,ep..^ -i^..) „ V„. j -^""'^'^ 1 ^,,,„;, 


.. Ar 


^^H 


rsin&d'^drp,,,, « Aï 1 
-rd.idr(sir,ip.., + "''^'i-- dS) ,, A/) '■''+*''' <«' 




^M 


.1 A/ 


^^ 


Enfin, pour la face A A'BB' et son oj)posée, no is avons 




H 


rdSdrp,, A r , 1 - *!-' rfj, 
-rSdr(p.,^±.d,y.., ^-"'"^l ^;:^__^^^^,„,,^ 


A/, 


^H 


rd^drp... ^'"]^^,,A~^^, 
-rd6dr{p,.+ -^di).\,m,\j ( -p„.cos6di 


A m, 


^^H 


A(, 


^^P 


rdSdr.p,, A < j \- -d^'^'i 


Al, 


^^ 


-rrfSrfr(ft, +!^'4),A,<, -'■''^'''■i p„A=p„«nidl 

i 


ir, 


1 


Am. 1 
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En égalant respectivement à zéro la somme des composantes des 
pressions élémentaires estimées suivant Ar, Am, A/ ajoutée A la compo- 
sante de la force extérieure, il vient 

" . • /'rf singp. , , ilpri 



(.8) 



dpj. 



dl, I r 

dp„, \ ipmr— C019./J» 



1^ dl d<i J 



= DM. 

= DT. 



Telles sont les équations qu'il s'agissait d'établir et que l'on peut 
mettre encore sous la forme suivante : 



(■9) 



dr 


-K%-' 


sinS d^ 


dp., 
dr 


-H^ 


^ 1 *., 
^ sin» rft 


dp,. 


-K% 


I dp,, 



^Pmf^iPmm — /),,)COt6 



.^ 



-^P.mCoH 



= DM. 
= DT. 



II, — Kquatioms générales DR l'équilirre intérieur 

DVS CORPS ÉLASTIQUE I 



II. Sommations qui représentent les composantes des pressions. — 
Soient Ox, Oy, Os trois axes coordonnés rectangulaires, G le centre 
de gravité d'un élément superficiel ab = d'jt compris dans un corps 
homogène et dont le plan est perpendiculaire a l'un des trois axes ci- 
dessus, à Os si Ion veut, pour fixer les idées. 

Pour nous, wwe molécule m sera située au-dessous du plan de d'à, 
quand sa coordonnée parallèle à Os sera inférieure à celle de G. 

Désignons par m' une molécule située au-dessus de ab, telle (pie la 
droite mm' = r traverse rfa, et par mm'/\^ r) l'action moléculaire exer- 
cée par m sur m'. 

Considérons d'abord des couples de molécules m, m' comprises dans 
un cylindre ayant pour base d',) et dont les génératrices aient une di- 
rection déterminée. 
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Si nous admetlons d'abord que r reste const;mt, nous aurons l;i 
résultante 

mf[r)ï)d'arco^{r,z), 

l't il faudra faire la somme de toutes les expressions semblables, cm 
faisant varier r depuis o jusqu'au rayon de la sphère d'activité. 

Nous avons donc parallèlement à l'axe des x la composante de ta 
pression 

^-j.= DSommy(r)rcos(r, s) cos(r, ce]. 

[^ somme est relative à toutes les orientations d'un rayon partuil 
de G, mais situé au-dessus de d'is-. mais cette somme est la nioiliê de 
celle que l'on obtiendrait en faisant tourner le rayon r dans tous les 
sens autour de (). En nous plaçant à ce nouveau point de vue. nous 
aurons 

I pxT= -Somm/[r)rcos{r,z)£o?.{r,x), 



(■) 



I et de même 

\ pj^= - Somm/{r)r coslj, z)co&{r.y), 

, p,:— — Som/n/{r)rcos'[r.z). 



D'après le mode de raisonnement que nous avons adopté, on voit 
que les choses se passent comme »i, toutes les molécules m se trouvant 
placées en G, les molécules m' rayonnaient autour de ce point. 

Soient x,y, z les coordonnées du point Q,x + h,y + k, z -\- 1 celles 
d'une molécule quelconque située dans la sphère d'activité de ce point. 
Nous a .ODS 



cos(r,a.-}= 1 cos(r,_y) = 



1 posant^(r) = ^i^, les formules ( 



(2) 



n 



cos(r. ;) = 
deviennent 
So»imy{r)M, 
Sommy{r)/A, 
- Sommy(r)/''. 
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Ces expressions sont nulles lorsque le corps considéré est à Tétat 
naturel, ce que nous supposerons dans ce qui suit. 

12. Expression des pressions en/onction des déplacements. — Admet- 
tons que, sous l'action de forces extérieures, le point G éprouve 
un déplacement dont nous représenterons par //, c, w les projections 
sur Oo?, Oy^Oz, Nous ne conserverons que les premières puissances 
de ces déplacements et de leurs dérivées partielles. L'élément de volume 
dx dy dz est devenu 

[dx -\- du)[dy -f- dv){dz h- dw) = drdydzl ' H- ^" H- 7- -*- -J7 )' 
I^ dilatation cubique est ainsi 

. o X ^" ^♦' fi^^ 



dx dy dz 

T^ densité dans la sphère d'activité de G est devenue 

//\ r\' ^ y^i du dv dz\ 

(») ^ = m = ^V- zv- d^- dT.)- 

Soient 5A, âk, &ly ir les variaûons éprouvées par A, A, /, r. Nous au- 
rons, par exemple, 

— -^-Som m f{r)lh ^- — Somm[y'(r)/AJr4- 9(r)/c^A -h (p{r)/i&i\ 

Or le premier terme de cette expression est nul avec les termes en c^ : 
il vient donc 

• ' p,^= ^Soïtïm[^\r)lhdr -{- ff{r){nh -h h^l)], 
et de même 
p^y = -Som/n[(p'(r)ttJr-f- ff{r){lJik -^ kdl)], 

\ /?., = — Som/w[y'(r)/' Jr -f- 2y(r)/J/J. 
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Mais âh notamment n'est autre chose que l'accroîssemeat que prend u 
quand on y remplace a:-. y, s par œ ->!- h, y -^ k, r -\- l; nous avons donc 



'54 = - 



"'. 



(6) 



'i + '^.l. 



hth+kU-i-lil 



= H-Ê- 



-«(:^-s)-"fê+s)-«(£-|)} 



Concevons que l'on substitue la valeur {7) dans les formules (5), 
puis les valeurs (6) ; on fera ensuite sortir-^ ' ,7"' T^' S~' ' " des signes 
Som. Mais le calcul se simplifie notablement s.i l'on remarque que : 
1° en raison de la symétrie, les sommes renfermant h,k,lk des puis- 
sances impaires sont nulles, puisqu'elles doivent avoir la même valeur 
en changeant les signes de ces variables; 2" d'après la troisième des 
équations (a), on a 

• Souï m f{r)l' = o ; 

par suite, 

o = Sommf[r)/i' ~ Sommi:p[r)k^ = Sommf{r)t' =Sommf(r)r' ~ o. 

Si l'on pose 

Som m ^ hH' = Somm "^^ h'k' = Somm ^-^^ kH' = - ? X, 

Somm?— ^A* =Somm^-^A' = Somm 5-^/' = — - u, 
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les quantités X et jul étant deux constantes spécifiques, on trouve 

^ (du d\v\ 



^ /du </('\ dw 



Il existe entre les constantes X et jx une relation qui résulte de ce 
que leurs valeurs sont indépendantes du choix des coordonnées. Soient 
en effet a, |3, y les anj^les que forment avec Oz trois axes rectangu- 
laires Ox\ Oy, Os', h\ k\ l' les projections sur ces trois axes de la 

somme géométrique A -i- ^ ^- /; nous avons 

/= A'cosa -h A'cos/3 -i-/'cosy,. 

v^ ) i — a(cos*a^- cos^/3 -i- cos^y) 

[ -f-6X(cos*acos^|3 -+- cos* a cos* y -^ cos*|3cos*7). 



Or de 

cos^a -I- cos*p -I- cos^y = i 
on tire 

cos*a-l-cos*|5-f-cos*7=: i — sî(cos*acos*/3H-cos*acos*y-f-cos^/3c()s*y 

Kn substituant cette valeur dans la valeur (8'), on trouve 

p.:-3XC); 
nous avons donc finalement 

(9) \P'y^-\Tr-^Tyy 



\ ^ (du di' o <^"*\ 

\P"-~%G^dy^^dz) 



(^) Celle relation, établie par Caucliy, puis par Poisson, a iHé ronteshV p;ir 
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Par une permutation de lettres, on obtiendra les valeurs de/^j-^., 
Pyy* Pxyy ^^ l'o^^ reconnaîtra que les égalités Pxz=' Pzx^ ••• sont véri- 
fiées. 

15. Interprétation géométrique des formules qui représentent les près- 
sions intérieures. — Supposons que Ton transporte les coordonnées 
parallèlement à elles-mêmes au point G [fig 3). 

Si un point m primitivement situé sur G 5 est venu en m,, on a 
h —o^ k= o, et la troisième des formules (G) donne 

é/tï' 0/ Gm, — Gm 

dz / Gm 



On voit ainsi pourquoi la dérivée -77 exprime une dilatation : nous re- 
présenterons cette dérivée partielle par d^. 




Les coordonnées de m,, parallèles à O^r, Oj, Oz, ont pour expres- 



Laméy qui, aux notations près, admet que X et p. sont indépendants. Mais les ex- 
périences récentes de M. Kirchhoff sur Tacier fondu et de M. Cornu sur le cristal 
ont démontré très nettement que la restriction de Lamé devait être mise de côté 
quand il s^agit de corps isotropes. 

Nous devons ajouter que des expériences faites indépendamment les unes des 
autres au Conservatoire des Arts et Métiers sur la traction et à la Société indus- 
trielle de Mulhouse sur la torsion confirment le résultat ci-dessus. 
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siotis 

s, (lu , 



Il résulte de là que, aux termes du second ordre près, on a, pour les 
équations de la normale matérielle primitive, après la déformation, 

'^- (fz " dz ' 

I-.es coordonnées d*un point primitivement situé dans le plan de 
Télément rfcii ont pour valeurs, après la déformation, 

y _ . // -f. $A - A -f- -T^Vi -h y^ X-, 

'- ajT a Y 

r/ — i-\-^h — A-{- V^ /* 4- -7^ A, 

ajT a Y 

(tj' a Y 

% 

d'où 

pour Téquation du plan dans lequel se trouvaient primitivement les 
|)oints matériels contenus dans r/co. 

Les équations de la normale GN à ce plan sont 

Portons, à partir de G, sur les directions de Gm, et de GN des lon- 
gueurs GN', GN égales à Tunité; l'élément NN' mesurera le glissement, 
(*'est-à-dire l'angle compris sous la normale matérielle déformée et la 
normale à réicment matériel déformé.^u. Désignons par y. ce gKsse- 
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ment et par 7,^, sa projection sur Taxe des x; nous avons 



d'oî 



Vz^ - X ■ 


-X. 


du div 
dz ' dx 


"/zx 



D'après les considérations ci-dessus, on peut donc écrire 
(12) <>»- = -'7rx' 

Pxz =^ ''Yxî» 
Px, = — hry> 

De ces relations on déduit 



• 3) 



P^x + Pyy-^ Pzz = — hM^x+ ^y+^z)=— ^'>^àL, 






De la première de ces formules, il résulte que la somme de /)j.^, p^y^ 
p^z est indépendante de Torientalion des axes coordonnés et qu'elle 
est, par suite, égale à la somme des pressions principales. 

14. Expression de la dilatation suis^ant une direction donnée. — 
Soient 

GX, GY, GZ les directions des trois pressions principales P, F,?''; 
a, |3, y les angles que forme une droite Gz avec ces trois axes; 
Gx, Gjdeux droites rectangidaires perpendiculaires àGz. 
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D'après la première des équations (12) et Téquation (3") du n° 7, 
on a 

p^, = - X((^^-f- ô^-+- 3c^,) = Pcos^a 4- P'cos^/3 -f- P^cos'y. 

D'ailleurs, la première des équations (i3) donne 
d*où l'on déduit 

Psm«a-hP'sin«?-hP''sin«v 



(lî) î,= 



2X 



Cette valeur peut se mettre sous la forme suivante : 

. _ P4-P^ _ (P — P')cos«a-t-(P'— P')cos*? 



aX 'iX 

Soient P> o, P > P'> P''; on voit que î. est minimum pour « =1 o, 
^3 = ()o**, c'est-à-dire pour la direction de la plus petite pression prin- 
cipale. On reconnaîtra de la même manière que le maximum de o\ 
correspond à la direction de la plus grande pression principale. 

Si nous portons sur la direction de Gz une longueur Gn = . : . 

V =t 0. 

en prenant le signe 4- ou le signe — selon que la dilatation <\st posi- 
tive ou négative, et si a:, y, s sont les coordonnées du point n, on ;i 



cosa = ^±: ô-.ar, cos]3 — yi+i c^c y, cosy = y ~ ^^r- ^^ 

(*t l'équation (i4) devient 

&,[2X ± [Vx^ -h Py -h Vz^)] = P -f- P'4- P^; 
d'où pour l'équation du lieu des points n 

a?a(p'-^P") 4-7^(P -h P") -I- 5»(P -h F) = d: 2X. 

Si, par exemple, on a P > o, P> P'> P", il faudra prendre le signe 
dans le second membre. 

15. Du travail dés^eloppé par les forces élastiques. — En négligeant les 
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puissances des déplacements, supérieures à la seconde, le (ravail total 
des actions mutuelles des molécules m' et ml' est 

mm" f /{r-h$r) d^r = m' m" [/( r) »5r +/( r) ^ 

Le travail de toutes les actions mutuelles relatives à m' sera, par suite. 



m'Somtn" 



/(r)ôr+/(r)îf] 



le signe Som s'étendant à toutes les molécules de la sphère d'activité 
de m'. Si Ton fait la somme des quantités analogues pour toutes les 
molécules du corps, le travail de chaque couple d'actions mutuelles 
sV trouvera répété deux fois, de sorte qu'il suffira, pour obtenir h* 
résultat cherché, de faire la somme des expressions 



'"-Som m" 



/(r)$r+/(r)Ç] 



pour tous les cléments matériels du corps. 

Remplaçons maintenant $rpar sa valeur (7) en y introduisant, pour 
simplifier, les notations du numéro précédent; puis supprimons, 
après la substitution, tous les termes renfermant A, k, l à des puis- 
sances impaires, qui sont nuls en raison de la symétrie, et en nous 
rappelant que 

Son) m" -^ h- = Som m" ^^ Â'' = Som w" -^ l'=o; 

r r r 

nous trouverons 
^.' 1 ( 5* ^ $; ^ $l)Somm"^h' 

/ I X y - / ,.1 

+ 2 5, rî, -h 2 a, cî, ^ 2 a, 0\ -f- 7*^ -f- v;, -^ yi J Som ^ h' k' 

H est évident que Ton doit avoir entre Sonr^-v-A* et Som* ^ ^[ li^ k^ 
la même relation qu'entre 11 et )., c'est-à-dire que la première de ces 
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sommes csK triple de Taiilre, de sorte qu'il vient 

Si, comme au n** 1 1, on pose -^ =^ ?(r)» '^ vient 

Somm'^hn^ =Somm"5^A^X-2 +Som?^Vi^X-^; 



or, on a 



r D 



Somw"9(/')A^ = Somm"ff[r)k^ =z Son\m"z,'r]P — o, 
puis 

S(>m/7î''^A'-*^-r-Som/w''2ip ._ /^ /i 

= -Somœ(r)/='- lSoin/n"î^/' = - iSom^/'. 

Or,* comme le premier membre de celte triple égalité est égal à six 
fois la valeur absolue du dernier, il s'ensuit que 

Som/w"f (r)— ^7- ~ o. 
L'expression ia) devient, par suite, 

et, en y faisant m'— U.dvdydz^ il vient, pom* le travail cberclié, 

\ ^ Vlr -+- Vrc ^ Viz ) ^'«^^ ^(X ^/- • 

On peut mettre cette cqtiation sous une autre forme en remplaçant 
d'abord A, 5j.» ^>» ^c» 7j^» 7^s» 7xs P^^ leurs valeurs déduites dc^s for- 
miUes (12) et (i3); puis, en remarquant que, d'après le n" 7, on a, en 
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continuant à désigner par P, P', P* les pressions principales, 

P^sPyy + PyyPzz + PzzPr. " p\y " P)-. - /»i, = PP' + F P" + PP' 

■ 

On trouve ainsi 

('""') ç:=- 5^ rrjrr(p-hP'4-p")*-^(PF-hFP"-hPF)irfx 

16. Équxitions de V équilibre intérieur de V élasticité en coordonnées 
reclilignes. — En substituant dans les équations (i) du n** 3 les ex- 
pressions (9) et celles qui en dérivent pour les deux autres axes, on 
a, en continuant à représenter par A la dilatation cubique, 

d\ dJM dUi^ dUi 5X _ 
^Tû'^ dx^'^ dy '^ dz^ '^ X ~^' 

, r^ . d\ d^v dH^ e/*i' DY 

(•^) \''Ty'^d:vi-^d?'^'dT^'^-T=''^ 

d\ cPw d*w ePtv DZ 

pour les équations aux différentielles partielles qui donneront w, c, iv 
(;n fonction des coordonnées. Si X, Y, Z sont des fonctions de ces 
coordonnées, on les estimera, vu la petitesse des déplacements, comme 
si le corps n'avait pas éprouvé de déformation. 

Soient S = o l'équation de la surfiice; p' la pression extérieure 
exercée au point (a?, y, :;) de cette surface et qui est une fonction des 
coordonnées de ce point; a, /3, y les angles formés par la normale 
vn ce point avec Ox, Oy, Oz. En posant 



. /5s^ 



dS* ^ 

dy« "*" dz^ ' 

on a 

I ^ ^ I ^ i dS 

COSa = - -j-j COSp = j-9 cosv = — r- 

t dx ^ 1 dv * 7 dz 



9 



et les équations (3) du n® 4 donnent pour les conditions relatives à la 
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surface 

, ' ds ds ds 

, V 1 I ds ds ds 

(•:) [ ^Py^P'ydi ^Pyy-d^ ^P^'Tz' 

, ds ds ds 

''P--=P"drr-^Py'Tv^P"Tz' 

équations dans lesquelles on devra remplacer pj^j.^ p^^yy . . . par leurs 
valeurs en fonction des déplacements. 

Les équations (i6) donnent celles du mouvement vibratoire en > 

d^ u d^ (* r/*ii' 

remplaçant respectivement X, Y, Z par X — -^> Y ^ > Z j-r^ 

et Ton a 

d\ d}u d}u d^u D/v d^u\ 
rfA rf'tv rf»iv rf»tv D/™ «^wN 

^rf^ -^ "S? -^ rfp + rfHî--^ t(,2 - -rf^j = °' 

En ajoutant ces équations après les avoir difFérenliées respectivement 
par rapport à x, y^ z, on trouve 

, , ^d'I o^/^*A d*l d^l\ .^/dX d\ (f/.X 

(19; D^ = 3X(3^, ^ _ ^ _j ^ D(^ ^ ^ -f- ^). 

Si le corps n'est sollicité par aucune force extérieure, s'il est soumis 
à des forces constantes en grandeur et en direction, ou s'il est en gé- 
néral sollicité par des forces satisfaisant à la condition 

dK ^ dZ__ 
dx dy dz * 

comme cela a lieu pour les attractions ou répulsions émanant de centres 
fixes» l'équation (19) se réduit à la suivante : 

{ \ ^A _ 3\/d*^ dr\ d*i \ 

^^^> dC^ "" D \da;^ '^ dy^ "^ dz^j' 

équation de la même forme que celle de l'Hydrodynamique. 
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Supposons que le corps soit sollicité par plusieurs groupes de forces 
s , '-s'), (s") et que les pressions sur sa surface forment également 
différents groupes (7), (^'), (d"), . . ., en nombre égal aux précédents, 
en complétant, s'il y a lieu, par des zéros le système de groupes le 
moins nombreux. Les équations de l'équilibre intérieur ou du mouve- 
m(»nt et celles qui sont relatives à la surface étant linéaires en ;/, v, {%\ 
il (vsl clair que, si Ton satisfait à ces équations en combinant deux à 
deux les groupes [s] et (cr), la solution du problème s'obtiendra en 
faisant la somme des z/, i', ir obtenus de cetle manière. 

Il résulte de là que, si des forces produisent simultanément une 
traction ou une compression, une torsion et une flexion, il sufBra 
d'étudier eh particulier chacune des déformations, comme si elle se 
produisait indépendamment des autres. 

Les équations des petits mouvements, déduites des équations (18), 

peuvent aussi se mettre sous la forme suivante, qui nous sera utile plus 

loin : 

.jdl d (du dv\ d f d\v du\ __ \ d*u 

( A'\ } '\^^ d fdv d\v\ d (du é/r\ i d-v 

] ^y "^ ^\^ ~ ~<h')~ ^w ~ di)" T* d?' 

en pojwnt y = — . 

17. Communication du mouvement vibratoire dans un milieu indéfini 
en tous sens. — Considérons, dans le milieu censé en équilibre, une 
sphère d'un très petit rayon, mais renfermant néanmoins un assez grand 
nombre de molécules. Si l'on déplace ces molécules de la même 
manière autour du centre C de la sphère et qu'on les abandonne en- 
suite à elles-mêmes, elles entreront en vibrations; ces vibrations se 
communiqueront successivement à toute la masse et les molécules 
situées sur une sphère d'un rayon quelconque, avant C pour centre, 
seront, au bout d'un certain temps, animées d'un même mouvement 
vibratoire. Ces surfaces sphériques successives sont des ondes et leur 
centre commun est le centre d'ébranlement. 
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Chaque dt-placenieiit vibratoire sur la surface de l'omie peut élre 
considéré comme résultant d'un déplacement radial et d'un déplace- 
ment tangentiel. 

Nous admettrons que la vitesse de propagation du mouvement 
d'une onde à une autre est constante, sans que pour cela elle ait la 
même valeur pour les vibrations radiales et les vibrations tangeiitielles. 

A. une grande distance du centre d'ébranlement, et sur une étendue 
restreinte, on peut substituer à cltaque spliére, en suivant le même 
rayon, son plan tangent, ou ce que nous appellerons une onde plane. 
On est ainsi conduit à considérer une succession dVmdes planes paral- 
lèles. 

Soient 



nale qui est censée la méi 



Mous pou VI 



s pO! 




xOy le plan de l'une de ces ondes; 
r la durée d'une vibration complète i; 

pour toutes les ondes; 
V la vitesse de propagation du mouvement d'une onde à une autre, qui 

est également censée constante; 
u „ le déplacement des molécules de xOy ; 
/ le temps mesuré à partir du moment où w^ atteint son maximum ou 

son minimum; 
A une constante. 



Eu désignant par »> le déplacement des molécules de l'onde plane 
définie par l'ordonnée z, correspondant au temps /, et remarquant que 
le mouvement de ces molécules est en retard de ^ sur le mouvement 
précédent, nous aurons 

■(.,) 

Il s'agit maintenant de savoir si cette valeur et les conditic 
v = o satisfont aux équations [i 8'). Les deux premières qui se résument 
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', - : — , - sont satisfaites. La Iroisièine donne 



d'où, en vertu de la valeur (21 ), 

(32) V = /î-v'l. 

Considérons maintenant le mouvement vibratoire parallèle à Ojc 
dans le plan de l'onde; nous aurons, comme dans le cas précédeni, en 
accentuant les lettres, 

(23) u = A'cos^(^- ^y 

Nous remarquerons que, dans ce mode de vibrations, la dilatation 
cubique à est nulle, et que, par suite, la densité du milieu n'éprouve 
aucune variation. 

La seconde et la troisième des équations (18') sont satisfaites par la 
valeur ( aS) et par c = o, tf ^^ o. La première se réduit à 



d'où 

(34) v'=i. 

Un voit ainsi que la constante X' représente la vitesse de la propagation 
du mouvement vibratoire dans le plan de l'onde. 

18. Équations de l'équilibre d'élasticité en coordonnées cylindriques. 
— Soient 

OX, OY, OZ trois axes rectangulaires; 

r la distance d'ini point A du corps à l'élat naturel à l'axe OZ; 
S l'angle formé par le plan ZOA avec le plan fixe ZOX ; 
z l'ordonnée de A parallèle à Os ; 
A r le prolongement de OA ; 

kt la partie de la perpendiculaire à OA dirigée dans le sens de l'ac- 
croissement de 6: 
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U , V, W les composantes suivant A r, A /, A 5 du déplacement du point A , 
résultant de la déformation du corps sous l'action de forces exté- 
rieures. 

Considérons le point A en projection sur le plan XOY, et soient 

Ox et Oy deux axes auxiliaires, le premier étant dirigé suivant OA et 

le second étant parallèle a O/ ; 
IJ -f- du, V -t- dV les déplacements d'un point A', infiniment voisin de A , 

suivant la direction OA'a?' de OA' et sa perpendiculaire Oy en O; 
r -h ^r = OA', -h dO les coordonnées de A' dans le plan XOY. 

Les déplacements U -t- rfU, V -f- dV donnent les composantes 

U-hdU -\dQ ...Oœ, 
Y -^dY-hVdO ... Ov. 

4^e déplacement relatif de A' par A a ainsi pour composantes 

du = dU -Y dû ... Ox, 
dç = dY'\'[Jdd ...Oy. 

Si un point m situé en A se déplace de dr suivant OA , on a 

si le même point subit le déplacement dy = rdO autour de O5, on a 



et, par suite. 



d^ 1 dr 

-7- = -> -j- = o; 

dy r dy 

du d\] dv d\ U dw d\\ 



(2:>) 



dx dr dy r d^ r dz dz 

div di' _(m d\ 

dy dz /v/6 dz 

du dxv d\} d\W 



dz dx dz dr 

dv du _ d\ i^_V 
dx dy dr r d^ r 



3o6 



1 r 
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La dilatation cubique a pour valeur 



(a6) 



. du dv dw I dr\j 

dx dy dz r dr 



d\ d\\ 



rd^ 



dz ' 



on a donc, pour les composantes des pressions, 



(^7) 



l Prr = -Uà 



2 



dU 

dr 



^„=-X[A + î(u+'^j 



Pzt = 



Pu = 



= -X U + 



d\\\ 



..AV 



Pzr = 



Prt = 



= -X 



r </6 
dz "^ 



rfV\ 



« /rfV £ rfU 

\dr r dfi 



V 



-7> 



Les équations (17) du n^ 9 donnent, par suite. 



28) 



r db 
^35 



i dK 'di\ R^ __ 



dz dr "^ ^« 



= 0, 



I drr[ 
r dr 



r d^ 



Z 



en posant, pour simplifier, 



'2C)) 



et, comme ci-dessus. 






X rlr f 



I t/W 









^5 



> •- 






y I M u a V V 



dV 
dr 



V 
r 



I 



D 

X 
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Dans le cas d*un mouvement vibratoire, il faudra remplacer dans les 
formules R, T, Z par 



^ (PU ^ d^W 



Z- 






L'équivalent de l'équation (lo) du n® 16, dans le cas où elle est 
applicable, est ici, en se reportant à l'équation du mouvement de la 
chaleur en coordonnées cylindriques, 



(•io) 



^ dl^ " D ydr^ '^ dr'^ ds"^ r d^J 



19. Équations de Téquilibre d'élasticité en coordonnées sphériques. — 
Tout en nous reportant au n? 10, nous définirons de nouveau, pour 

Fig. 4. 





plus de clarté, les notations que nous avons adoptées, et que nous 
avons d'ailleurs à compléter. 
Soient {^g. 4) 

OZ ce que l'on peut appeler la ligne du pôle Z; 
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r et ô le rayon vecteur et la colatîtude d'un point A du corps à l'état 
naturel ; 

ij; la longitude de ce point, mesurée à partir d'un plan azimutal ZOX 
et dont l'accroissement est censé avoir lieu de la gauche vers la 
droite; 

O'^ la projection de OA, sur le plan del'équateiu- XOY; 

Ax le prolongement de OA ; 

Am la portion de la méridienne dirigée vers l'équateur; 

\l la portion de la tangente au parallèle dirigée dans le sens de l'ac- 
croissement rfij;; 

Ox, Oy, Oz trois axes auxiliaires rectangulaires dont l'origine est (). 
le premier étant dirigé suivant OA, les deux autres étant respective- 
ment parallèles à \m et A(; 

U, V, W les composantes, suivant Oa;, Oy» Oz ouAr, Am.Al, du dé- 
placement qu'éprouve le point A lorsque le corps est soumis à l'ac- 
tion de forces extérieures. 

Ce déplacement a ainsi pour composantes 

IUsinS + VcosÔ suivant O;^, 
Ucos9-Vsin5 » OZ, 
W » Os. 

(.lonsidérons un point A' infiniment voisin de A, pour lequel nous 
adopterons les notations précédentes, en nous bornant à en accentuer 
les lettres. Le déplacement de A' a pour composantes 

Usin5 -t- Vcos$ -t-rf{Usin5 -f- Vcosû) suivant O;^', 
UcosS — Vsine-i-rf(Ucos9 - V sinS) » OZ, 
W -H rfW » Os'. 

ou encore 

f UstnS + Vcosfi +rf[Usin5 -i- VcosS) — WrfiJ- suivant 0;(, 

{a) Ucos5^VsinÔ -hrf(Ucos5- VsinS} « OZ, 

l W+f/VV-t-(Usin9 + VcosÔjrfiJ; » = . 
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En vertu îles formules [a) el {a'), on a, pour le déplacement relalîf 
(le A' par rapport à A, 

i rf(U sitiô -4- VeosS) — Wrfl suivant ()/, 

(&) j d{\]cosO-\ sinS) « OZ. 

^ rfW + [Usin3-j-Vcos9)rf4. » Os. 

Soient du, dv, dw les composantes du déplacement relatif ci-ilessus 
de A' par rapport à A, suivant Ox, Oy, Oz. 

Au moyen des formules (é). il est facile de former les expressions sui- 
vantes ; 

idu =d\} - VrfÔ — Wsinôrf^.. 
dv =d\ -^\}dO-~yfcos^jd\. 
t/w — rfW -1- (U sin 5 + V cos5 ) rfij/. 

Soient maintenant F(r'. 5', t).') une fonction des coordonnées splié- 
riques r", 5', <^' correspondant aux coordonnées rectangulaires a;. _j', z, 
et proposons-nous de déterminer les valeurs que prennent les dérivées 
partielles de cette fonction par rapport à x, y, z, lorsqu'on y suppose 
r' =r^ 9' = 5, (|/' = ij'' ^ '^*'' effet, considérons un point m situé en A, 
et concevons qu'on lui fasse subir un déplacement in6niment petit, 
successivement dans les trois directions Ox, Oj*, Oz ; 
i" Suivant Oz. Il est clair que l'on a 

ftr (/8 f/l 

-j- = I , -T- = o. ^ = o; 

eijr d.i- ti.i- ' 

2" Parallèlement à Oy. En prenant pour le déplacement dy le dé- 
placeuienf rotatoire rd$ autour de 0=, on a 

rfO _ 1 dr *''!'„. 

,/) ^ /' dy~ ' dy ~" 

3" Parallèlement à O:. I,e déplacement dz peut être considéré 
comme égal au déplacement rotatoire rsin^d^^ autour de OZ, et il 
vient, par suite, 

dl 1 rf.' du 

rf! = 7^«' r.^"- dl = ''- 
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il résulte de laque l'on a, pour les valeurs cherchées. 



(32) 



riF f/K 


(/¥ 


I d¥ 


dF 












<r 


r rfa' 


dz 



En pai'tnnt de là, les formules (aG) nous donneront, pour les dilata- 
tions et glissements qui ont lieu eu A, 



~ rf/' 

I rfV U 



(33) 








•+- 


du 


rfV 


1 rfLI 


- 


V 




du 


+ 


dtv 


rfl; 




W 






dz 


dx 


/■sinO 


dif 


r 




dy 


+ 


d,' 

dz ~ 


1 rf\V 


-f- — 


Ti^ 


d\ 

\ dif 


w 



on a, pai' suite, pour la dilatation cubique. 



/,) 


dx dy dz dr r d^i /-siiiOt/'^ 


' i 


~ r* dr "*" rilnO rfO ~'~ r 


De cette i 


leniitre formule, on déduit 




d\} . aU r rfVsinS i rfW 

y/r r rsinO tA rsinfl rf^^ 






I (A' . I dr*V Vcote I rfW 






1 rfW . I rfr'U 1 rfVsinft 
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on a ensuite, en se reportant aux formules (9) du n** 12, 

\ r rsîiie d^ rsiiiO d^ /' 

Pmm = Pyr = X [a -f- J, (^'^' -f- u)] 

(3^) [pu =;,„=>.[A + i(^^+U4-Vco,5)] 

\ r r n dr rsinO d^ J 

X/rfW I rfV „, .A 

/>». = Pr. = r[-^ + sinO ^ " WcolÔJ. 



Kn substituant ces valeurs dans les équations (19) du n® 10, on 
trouve, toutes réductions faites. 



3r«sin5^4.^sm9^ 

I d}\} É^Vrsiiie cr»rW DRr'sinO 

r = o, 



sin8 f/4'' drc^ drd^ 

^ ' ' I ç[^ _ i e/'W _ i cote^V DMrsinO _ 



3 dl a r/'U I rf 



sinO d^ sinO dr d^ rsinO ^^ 



(v-.« - S) 



rAV rf«W W coterAV I <^\V DT/ 



dr dr^ rsin^O /• r/D /• 06* A 

4i 
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Ces équalioiis peuvent encore se mettre sous cette forme 

£ ( ' ^ _ ^^^V \ PB r» sin e _ 

3sm9^-f-sm55^(^^-^j 

'^ ■ I t//^A^ ^VsinOX DM r sine 



rsinô d^\d'^^ db 



H ; = o, 



3 du 2 d'V I ^/xr .r ^'\ 

H r-T -77 V col 5 — -ar 



sinO d^ sinO drd^ rsinO d^\ d^ ) 

d'Wr I ^AV I ^AVsinO DTr 

♦ -4- . _j -I = o 

^ dr* ^ r dh sinÔ ^ ^ X 

L'équivalente de l'équation (20) du n** 16 dans le cas où elle est 
applicable est, en se reportant à la théorie de la chaleur, 

d'I _ 3Xri d^rl L —( _- iN^A ^ I r/'A J 

dt^ " D [/• dr^ "^ r* é/jx^' f^ ^Sji ~^ ,.i(, — j^i) ^J' 

en se rappelant que fji représente cos5. 



III. — De la TRACTION ET DE LA COMPRESSION 

d'un prisbie ou cylindre. 

20. Nous rappellerons que, si l'on représente par/?' la pression sur 
un élément superficiel dont la normale fait les angles a, j3, y avec les 
axes coordonnés O a?, O/, O2, on a 

Pj. = Pxx c«s a 4- />xr cos ^ -f- /^^^ cosy, 
( A ) '^ Py'^Pyy ^^^^ -^ Prx cosa -+- pyz cosy, 

\ p^ = pzt cosy -H p^jeCOSOC -t- pty cos/3. 

Lorsque les molécules d'un corps isotrope ne sont sollicitées par 
aucune force extérieure, nous avons pour les équations de l'équilibre 
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inlérioiir, 

l dx dr dz ' 

' ^ dx dy dz ' 

dp-^ ^ dp.^y ^ dp,, ^ ^^ 

\ e/x é/v f/^ 

21. Traction. ■— Considérons un prisme ou cylindre, maintenu par 
une extrémité AB et dont l'autre extrémité CD est soumise à une trac- 
lion Q uniformément répartie sur sa surface Î2. Soient Oz Taxe de la 
pièce ou le lieu des centres de gravité de ses sections droites; Oar, Ov 
deux axes rectangulaires compris dans le plan AB. 

On a, pour la surface latérale, 

p — Oj y = 90", /3 = 9o« - a, 
d'où 

IPjpj.cosu -h />^sina = o, 
Pyjp cosa -+- pyy sin a = o, 
p^jgcosa 4- pgySma = o, 
vi pour la base CD, 

(A'i) Pzx = o, p^y=Oy />„ = -§. 

Nous allons chercher à satisfaire à toutes les conditions du problème 
en supposant, sauf justification ultérieure, que dans toute la masse 
on a 

{^) PjtX = 0, Pyy=0, Pjcy = Oj /?^ = O, />,^ = O, /?„=—-, 

valeurs qui vérifient les équations (B), (A'), (A',) dont nous n'avons 

plus maintenant à nous occuper. En nous reportant aux n^ 11 et 12, 

nous voyons que les deux premières équations (C) correspondent aux 

suivantes : 

o du dv d%v o ^ ^ ^ 

^ ;^ -*- ^ -^- rfj = 3 *' -^ ^r + *« = o . 

3dv du div o % ^ ^ 
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d'où 

du ,y 1 rfti' I . 



\ ' 



r/i* s I dw 



«i; _ s _ I dKV _ I ^ 

^., — ^y — r. ^- — /. ^«' 



Il résulte déjà, de là, que le prisme éprouve une contraction latérale 
égale au \ de la dilatation longitudinale, résultat que Cagniard-Latour 
a confirmé par Texpéricnce. 

La sixième des formules (C) donne 

d'où, en vertu des relations (D), 

* 

ainsi donc la dilatation longitudinale est constante ; si L est la longueur 
des prismes à Tétat naturel, / rallongement qu'il a éprouvé sous l'ac- 
tion de la traction Q, nous aurons 

(F) Q = -Xi2|. 

^ ' ^ 2 L 

Donc l'effort de traction est proportionnel à la section du prisme 
et à son allongement proportionnel. Le coefficient spécifique de pro- 
portionnalité, que nous représenterons par E et que l'on déduit de 
l'expérience, a reçu le nom de coefficient d'-élas licite. Nous avons 
ainsi 

(G) Q = Eûi 
avec la relation 

Nous avons enfin à satisfaire aux troisième, quatrième et cinquième 
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des équations (C); on a 

(h- ,/..■ du fixy di- 

dJ' d.c as dy dz 

Si nous supposons que iv est indépendant de a: et _j', u de z e\.y, v de 

z et X, ces conditions seront satisfaites et, en nous reportant aux for- 
mules (D) et (E), nous aurons 



Q 
io).u 

Remarque. — Qtioique ce qui précède suppose que la traction est 
unifornirment répartie sur la base, il n'y a pas lieu de s'arrêter â cette 
restrirlion; car, d'après l'expérience, les effets de la trartîon deviennent 
indépendants du mode de distribution des forces extérieures à une 
très petite distance de leurs -points d'application ; de sorte que l'équa- 
tion (G) s'applique au cas d'un prisme vertical dont on néglige le 
poids, dont une extrémité est ruiidue fixe, et qui est soumis à l'ac- 
tion d'une charge Q accrocht^e à sou autre extrémité. 

21i. Compression. — Si l'effort extérieur change de sens ou devient 
une compression, tout ce que nous venons d'exposer reçoit encore son 
application: la seule dificrence est que l'on a ici une contraction lon- 
gitudinale et une dilatation latérale égale au quart de ce(te contraction. 



))e l\ TonsroN de 

2!î. Considérons un corps prismatiquu ou cylindrique, censé ver- 
tical pour fixer les idées, maintenu pur son extrémité supérieure et 
dans le plan de \:i base duquel on fait intervenir des forces continues 
assujetties à la seule coiulition de se réduire à un couple pour qu'elles 
ne prodiiisent pas de flexion. 
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Soient O le point fixe de l'axe Oz de la pièce; O^r, Oy deux droites 
rectangulaires comprises dans le plan horizontal du point O. 

Suivant M. de Saint- Venant, dont nous suivrons à très peu près 
Tanalyse, la torsion est définie par un déplacement rotatoire de 
chaque section droite dans son plan (en négligeant d'abord la défor- 
mation de cette section), proportionnel à la distance z de la section 
au plan xOy. 

Nous pouvons donc poser pour le point [oo^y^ s), et en désignant 
par une constante, 

u=^Oyz, çz= ^ Qxz, 

24. Conditions relatâmes à la surface latérale, — Nous avons 7 — 90*", 

|3 = 90^ — a, et, en exprimant que la pression sur la surface latérale 

est nulle, 

Pxx cos a -h pxy sin a = o, 

Py^COSU -^PyySlXXCf. = O, 

p^jccosx -^Pzy sin a = o. 

Les deux premières de ces conditions seront satisfaites si nous ad- 
mettons, sous la réserve de justifications ultérieures, que Ton a dans 
toute la masse 

(2) Pxx=o, 

(3) Pyy = o, 

14) Pxy = 0. 

Soit 

(5) • /{x,y) = o 

l'équation du périmètre de la section droite; comme nous avons pour 
ce périmètre 

a 

dy ^ dx 

^ = -cota=--^, 
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ia troisième (les conditions ci-dessus se réduit à 

25. Condition relative à ia base. — Cctie condition sera remplie si, 
pour toutes les sections, on a 

ce que nous supposerons encore sous toutes réserves. 

26. Équations de l'équilibre intérieur. — Si nous admettons qu'en 
un point quelconque de la pièce on ait 

■») %="• 

les équations de Tcquilibre intérieur, eu égard aux formules ( 2 ), : !i 
et ( Y), se réduisent à la suivante : 

dx dv 

27. Déductions de l'hypothèse de la nullité de la pression sur un élé- 
ment quelconque perpendiculaire à chacun des trois axes coordonnés. — 
Des équations (2), (3) et (7) on déduit 



dv 
dy 


-4- 


dw 
dz 


-h 


^ du 
^dx 


0, 


du 
dx 


-+- 


dw 
dz 


-h 


^ dv 
^dv 


0, 


du 
dx 


-h 


dv 
dy 


-\- 


,% dw 
^ dz- 


0; 



d ou 

€iu dv 

/ / , dw 

•7! rfi = <»- 
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Les deux premières de ces conditions étant satisfaites par les va- 
leurs (i), il n'y a plus lieu de nous en occuper, et il en est de mêniB 
des formules (2) et (3). 

28. Dernières conditions. — L'équation (4), qui revient à la sui- 
vante, 

du dv 
dy dx 

étant également vérifiée par les valeurs (r), doit être mise aussi de 
côté. 

Nous avons maintenant 

En substituant ces valeurs dans l'équation (10), on trouve 

. . d}w d^KV 

29. Résumé des formules. — On voit, par ce qui précède, que le 
problème de la torsion d'un prisme se ramène à la considération des 
formules suivantes : 






/ \ 



:lO 



dx^ ' dy 
/\ dtv\ df ( e, dw\ df 

les deux dernières étant relatives au périmètre. 
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Soit rfw un élément de la base du prisme a\aiit pour coordonnées 
.r, yi pour que les ibrces de torsion se réduisent à un roupie, comme 
nous l'avons admis dés le début, il faut que l'on ait 



//J.^rff. = o, //J.-^rfo = o 



(.3) 






(i« = O, 



conditions auxquelles on devra encore satisfaire. 

Supposons que le problême soit résolu ou que l'on ait obtenu w 
en fonction de x et y, et désignons par 3ÏL le moment de torsion 
ÇpxyXdùi — Jp-j.yda, qui est censé donné; nous aurons, eu égard aux 
formules (u), pour déterminer 9, la relation 



(■4) 



. = i[s/(. 



x'-i- y'] 



^/(£^-|:-)''» 



La remarque que nous avons faite à la fin du n" !21 reçoit encore 
ici son application, c'est-à-dire que les formules que nous venons d'é- 
tablir sont encore exactes lors même que la torsion, au lieu d'être 
produite par des forces p.^d<ù, p:jd'ji, uniformément réparties sur la 
base, l'est par un couple situé dans le plan de cette base, car les efieis 
de la torsion deviennent indépendants du mode de distribution des 
forces extérieures à une très petite distance de leurs points d'appli- 
cation et ne dépendent en définitive que du moment de torsion. 

30. Torsion du cylindre elliptique. — Soient Ox, O^ les directions 
des axes principaux 2a, ab du protil elliptique; 



(«) 



/(•'■. r) = 



l'équation de ce profil. 
La fornnde (6) devient 



(*) 



î) '■-+(- 
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pt sera éviilemment vérifiée d'une manière générale par une valeur 
de H' proportionnelle à xy. On trouve ainsi 



;=-»r. 



et, comme cette valeur satisfait aux formules (7') et (12), on voit 
qu'elle donne la solution du problème. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, d'après la for- 
mule (c), les sections droites d'un cylindre circulaire restent planes 
après la déformation, mais que, dans le cas de l'elHpse, chacune de ces 
seclions devient un segment d'un paraboloide hyperbolique. On voit 
également que, dans deux angles droits adjacents déterminés par les 
axes, il se produit une saillie et un creux. 

Les formules { 1 1) deviennent 



(■') 






= 2).S - 



-aï< 



valeurs qui satisfont bien aux conditions (i3), car il est visible que 
\^?, p.^dii), p^ydiù forment deux à deux des couples. 

Enfin on déduit facilement des formules {d), eu égard aux valeurs 
connues des moments principaux d'inertie de l'ellipse, 

on, = nlff f '; . 

Les maxima des valeurs absolues de /)-j.,/):j correspondant respec- 
tivement & y = b et A X =: a. Oïl voit que la plus grande valeur de la 
composante de glissement est développée aux sommet<i du petit axe de 
chaque section, qui sont ainsi les points dangereux, résultat complète- 
ment opposé à celui que l'on déduit de la résistance des matériaux. 



32. Torsion du prisme reclangle. — Nous désignerons par in et ih 
les côtés de la section du prisme par.dièles à Oa; et Oy. 
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£n nous reportant à la condition ((>], et remarquant que 

f{x,y) = X q= a 
pour les faces perpendiculaires à Ox et 

pour les deux autres faces, et en6n ayant égard aux valeurs ( 1 1 ), nous 
avons 

1- — H 5/ = o, pour X = ± û, quel que soit y entre i et — i. 
If' 

Si nous posons 

(B) « 

ces conditions deviennent 



6x — o, yoMv y = ± b, quel que soit x entre a et — a. 

w^- 6yx -h w', 



et l'équation (12] 



- o, pour x^±.a, 
= 2OX pour y = ± b, 

Pw' rf'w' 

3zr +■ ^r:? = o- 



En désignant par q un nombre quelconque et par A une constante 
arbitraire, celte dernière équation est satisfaite par 

(c) «■'= 5A(e*' — e~'')siiiça:. 

Pour que cette valeur satisfasse à la première des conditions( A'i, Il 
faut que l'on ait cosya = o, ce qui exige que q soU un multiple im- 
pair de -■ Si donc 1 désigne un nombre entier quelconque compris 
entre zéro et l'infuii, l'équation (12') et la première des conditions (A] 
seront satisfaites par 



»^=e2A, 



.,[«<"■>■•-. '«"■'•■-('^0"^] 
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Portant cette valeur dans la seconde des conditions (6), on trouve 

3a: = 2A„v,(' + ^)|y'"'^""+e'f''''''"-]sin('i + ^);r^- 

Si nous multiplions celte équation par sin li H — )n — dx, et si nous 
intégrons ensuite enire les limites a; = o et ir = a, tous les termes 
autres que relui qui renferme Aj,,., s'annuleront et nous aurons pour 
déterminer ce coefficient 



(D) A>,v, 

Nous avons donc 



4(-i)'o' 



(E) »' = 5]-7H-2A„-^,[«''*'''=-e'''*''"-]sm('i+ 1)1 



puis 



- = ,|^,^^(,,i).A.,J«KH-.-(-^H]cos(..i)„|, 



(l-i 



-;);A„„[e''"')'"+. -'"■)■■] sin (i+i 



(G) 



et enfin, d'après les formules (11), 



>j)-ï_,^"i)-n 



La pression /J.J, change seulement de signe quand on y remplace 7 
par —y; il en est de même de p^y quand on y remplace œ par — x. 
On voit ainsi que les pressions élémentaires /'jjrfw, p^^dtù forment 
respectivement des couples, condition qu'il était utile de vérifier. 

Pour obtenir le moment de torsion, nous ferons rfw = dxdy dans la 
formule {i4), après y avoir remplacé ^, t^ par leurs valeurs (G), puis 
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nous intégrerons entre les limites a:=± a,^=± b; nous obtendrions 
ainsi 

ÀO - ~i ^Zi l' + i)* "■ 

ou, en remplaçant Aj;^, par sa valeur (D), 

Nous allons examiner maintenant deux cas particuliers. 

i" Cas d'un prisme d'une épaisseur très petite. — Si a est suffisam- 
ment petit par rapport à b, les exponentiel les négatives peuvent être 
négligées, et l'on a 

W='''*[T-(;)'îS(ïiT7?] 

ou, à très peu près, 

_ = _a'ft[i-o,G3.^J. 

3° Cas d'un prisme à hase carrée. — Nous avons dans ce cas b = a, 
et en remplaçant dans la formule (E) Aa,vi par sa valeur (D), on 
trouve 

En formaat un tableau des valeurs de -r pour des valeurs de -. - 

croissant de 57 à ^, M. de Saint-Venant a reconnu que kv est nul 
pour x =y; et, comme on a aussi w ^ o pour a; = o et y = o, on re- 
connaît que la surface de la section droite déformée présente une suc- 
cession de creux et de saillies, qu'un creux est séparé des deux saillies 
adjacentes par un axe et une diagonale. 

M. de Saint- Venant a obtenu pour te moment de torsion 

OIL = 2,349233X0*6= o,843462),(îia*. 



3=1 
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Or, la* est le moment d'inertie de la section par rapport à son centre; 
on voit ainsi que, pour faire cudrer la théorie matliématique de l'élas- 
tirité avec celle de la résistance des niatérianx, il faut multiplier le 
niDiiient de torsion par o,8_'|. 

M. de Saint-Venant a trouvé aussi que le maximum de p_cz et/J^,, ne 
cdrrespond pas aux sommets du carré, comme on l'admet ordinaire- 
ment, mais bien aux milieux de ses cotés. 



§ VI. — De la flexiom des phismes, 

32. L'axe d'un prisme ou cylindre sera, pour nous, le lieu géomé- 
trique des centres de gravité de ses sections droites. 

Considérons (Jiff. (i) tui prisme qui, à l'état naturel, est encastré 
liorii^ontalement à l'une de ses extrémités O; désignons par 



Ox son axe ; 

O V la verticale du point O ; 
Os la perpendiculaire au plan xOy qui est c 
métrîe ; 

Fie. 6. 



nsé être un plan de sy- 



a et ii la longueur et la section de la pièce ; 

I le moment d'inertie de la section il par rapport à une parallèle Gz 
Os menée par son centre de gravité G. 



Sous l'action de forces verticales uniformément réparties sur sa base 
lil)re, le piisme déchira, son axe restera dans le plan xOy et prendra 
la forme d'une courbe OA tangente en O àO:r. Soit P la résultante des 
forces extérieures. 



et 
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35. Conditions relatives à la surface latérale. — Nous avons ici 

a = 90^ 7 = 9o«-|6 



(A) p^cos^ -f-/>j,-sin/3 = o, 

j pyyCQ^^ -f-y3y,sinj3 ~ o, 
[a) I 

( PxyCos^ -i-ptt sin|3 = o. 

Les conditions (a) seront satisfaites si dans la niasse on a 

(i) Pyy=o, p„=o, 

comme nous le supposerons dans ce qui suit, sauf à établir ultérieure 
ment les conditions qu'il faut remplir pour qu'il en soit ainsi. 

Les équations de l'équilibre intérieur se réduisent alors aux sui 

vantes : 

{l\ ^/>xx dp:gy dp^, _ 

^^^ dx ^ dy ^ dz ~^^' 



Les équations (i) se réduisent aux suivantes . 

Jx-+-3J^-}- J- = o, 

^x -^- ôy -H 3 c^, = o ; 
d'où 



(S 

0. 



(3) o\=$, = -^ 

et 



"" '^. 



Nous n'avons plus ainsi à nous occuper des équations 1 1 . 
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34. Hypothèses. — Pour chercher à faire cadrer la théorie mathé- 
matique lie l'élasticité avec la théorie de la résistance des matériaux. 
Nous poserons 

en désignant par A„ une constante et par A, une fonction de x. 

Considérons maintenant la portion du prisme comprise entre son 
extrémité A et un point G' de OA ou G de Oa:^, et soit GV la parallèle 
enO'àOz. 

Nous avons d'abord 



/ Pxx dù>= - X / 5^ rfw 



d'où Aj ^ o ; il suit de là que l'axe du prisme n'ii pas éprouvé de dila- 
tation ou que sa longueur n'a pas varié; c'est pourquoi on le désigne 
souvent sous le nom d'axe neutre. 

En prenant les moments par rapport à G'z', on a 

-jpxxyd^ -\-V{a-x)=o 
uu 

^>.A,I=-P(a-a;) 



et enfin 

(*) 

(5) 



*■ = 



>.= 



-y- 



En désignant par /(^, s) une fonction arbitraire de/ et z, cette der- 
nière équation donne 



(6) u=-. 

Ou en déduit également 

(5') 



l[K"~?)-^*"^'^f-^'''J- 



dxdy 
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or l'équation ( 2') revient à la suivante : 



( a; 



dx dy d.r* 

Le second terme de cette équation représente la courbure - d'une 

file quelconque de molécules primitivement parallèles à Ojt, au point 
correspondant à Tabscisse a, et par conséquent la courbure de OA en 
(!'. En se rappelant que ). =: |E, Tcquation (:V) revient à la formult^ 
connue 

P ^ ^ 

de la théorie de la résistance des matériaux. 

I^ double équation (3), en ayant égard à la valeur (5), donne 



(c) 



ou 



I 



dv P , . 

dy lOAl ^^ 

di%' P , . 

-7- ~ — r-, a — x)y; 

dz 10 Al '*^ 



*/\ P r(^ — x^yz , - ~\ 

en désignant par z, x,Z:, ^{x^y) deux ftmctions arbitraires. Mais, en 
raison de la symétrie, kv doit seulement changer de signe avec z, de 
sorte que la formule [(t) se réduit à la suivante : 



La relation i l'j donne 



dv d\v 
dz dy 



i6 
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et, en substituant dans cette équation les valeurs [d] et (7), 

dz I o A I ^ ^ ' 

(1*011 

en introduisant une nouvelle fonction arbitraire x(^)' 
La formule [d) devient ainsi 

La relation (a), qui est l'équivalente de Téquation (2'), donne, en 
y substituant les valeurs (6) et (/3), 

d'où, en représentant par h et k deux constantes, 

L'équation (|3) devient ainsi 



ç' 



P r(^_. r) (>''—-=«) 1/ .r\ a L . l'I 



mais, pour a* = o, v = o, 5 ==: o, on doit avoir r = o, -7- =0, d'après 

le mode d'encastrement, ce qui exige que h et k soient nuls. 
Il nous reste donc 



L'équation (2"^ ou 

d"^ f r d^ u 



djc* dx dz 

est satisfaite par les valeurs (G) et (7). 



- = o 
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Ainsi donc, jusqu'à présent, les équations (i), (i'), (2'), (2") sont sa- 
tisfaites, et, en récapitulant, nous avons 

(7) «'=T^i(''-*)^'' 

(9) /Vr = o. Pzz = o, Pr,= o, -f^ = o. "ST = «' 

(10) /»„ = --^d,= -j(a-a;)j, 

(I.) Pr' = -\Ty ^T.)=\ \Ty^'-^r 

Nous remarquerons que/(j^, 5) doit être une fonction paire de z 
pour que />«;p change de signe avec z, et que la condition //>jr:t^^ = ^ 
est satisfaite. En portant les valeurs (10), (1 1), (12) dans Téquation (2), 

on trouve 

d^f d}f 4 

dy^ ^ dz^ "■ 5-^' 
équation dont Tintégrale générale est 

('3) /(r-)-Ar'+F(>' + *=) + F.(j-iz). 

i représentant le symbole V — i et F, F, deux fonctions arbitraires. 
Les équations (i 1) et (12) deviennent, par suite, 

/■-=-KI^c)-tK-.=)-f;(,.-.-.).?4;=-J, 

Or p.jp doit seulement changer de signe quand y remplace z par — s. 
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OC qui exige que l'on ait.F'( v) = F|(,>'); alors on a simplement, en po- 
sant F{y) = '^^, 









'12') p,^= tIï'^^^"^''^)~>^^>'"'^)J'^ i^^'^^r 

On voit que pyj, conserve la même valeur quand on y remplace z par 
— s, ce (jui devrait être. 

Il nous reste maintenant k considérer la condition (A.) relative à la 
surface dont nous ne nous sommes pas occupé jusqu'ici. En remar- 

ciz 

quant cpie — cotj3 = -^» cette condition devient 

Supposons c[ue l'on développe la fonction y^ suivant les puissances 
ascendantes de :;, nous aurons 

// étant un nombre entier positif dont la limite inférieure est Tunité.. 
1/équation (i3) devient 



iG 






Kn remplaçant :; par sa valeur en fonction dey déduite de Téqua- 
tion du périmètre de la ^ection, on aura une équation entre /(/) et j', 
à la(|uelle on devra chercher à satisfaire, si cela est possible, en se 
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laissant guider par la nature du problème sur le ehoix de la limita» 
supérieure, s'il y a lieu. 

Enfin nous avons encore à satisfaire à cette dernière condition, 

Tintégrale se rapportant à toute l'étendue de la section. 

En ayant égard à la valeur (iT) et en désignant par 1' le moment 
d'inertie de la section par rapport à la parallèle à Oy menée par son 
centre de gravité, la condition précédente revi(»nt à 

Si Ton se donne la forme du périmètre, la détermination de la fonc- 
tion /(/) qui doit satisfaire aux équations (rG) et (17) ne sera pas sans 
présenter, en général, de grandes difficultés; c'est pourquoi nous 
allons d'abord cherchera résoudre le problème inverse en nous don- 
nant une forme particulière de celte fonction, pour déterminer ensuite 
la forme de la section qui y correspond. 

Soit donc, en désignant par K. une constante, 

"8) X(j) = Kj». 

I/équation (ïG) devient 

r/^(ç)H-*2oR) — z^{, -h 2oK)]rf5 — 2yz{i — 2oK\dy — o, 
équation homogène dont l'intégrale est 



y^±z^ C. 



7 ■+- «c k , ^ 



(3oK 



La section, censée prise à l'encastrement, est donc svmétrique par 
rapporta Oz Poi\r (|u'elle le soit par rapport à ()j, comme nous 
l'avons admis dans tout ce qui précède, il faut que l'exposant de z siïus 
le radical soit un nombre pair, et que ce nombre ne soit pas inférieur 
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à — 2 pour que y ne devienne pas infini pour s = o. Si im désigne ce 
nombre pair, nous aurons 



(19) ^ = ±y/c5»""-''4- 



*. *» 



en substituant à K sa valeur 



K = 



2 /?i — 7 



20 ( 3 -h im) 



En ayant égard à cette valeur, ainsi qu'à la relation (18), il est facile 
de voir que la condition (17) peut se mettre sous la forme 

(20) 5l(/|4-3m) = r(m-i), 

et, comme m ne peut pas être inférieur à — i, il faut qu'il soit supé- 
rieur à l'unité et même à deux unités, pour que (19) ne représente pas 
deux droites. Comme j^ s'annule avec js, on voit que le point O sera un 
point multiple pair pour le profil, ce qui n'est pas physiquement réa- 
lisable. Il est clair que^ s'annulera en outre pour 



^--(tc^) 



m 



On reconnaîtra sans peine que Ton a 



am 9 

S 



■ = t/""' '•(«'•"-"i,')'''-- 






I'=4/ ,»(C:!--H^-,— ') dz. 



et la condition (20) se réduit à 






f "* (c.-^'^)[5C(4 + 3;.).-+^^--«].»rf==o. 
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équation qui, si Ton pouvait la résoudre, ferait connaître C lorsque 
Ton se done /7i> a. 

Supposons maintenant que ;( soit une constante que nous représen- 
terons par —S l'équation (i6) devient 

dz^{gy^ — z^-h gh) — iz^ dy := o. 
Posant 

il vient 

d{^[<)u — {^)— 2vdu = o, 

équation homogène que l'on intégrera en posant u = tj^^. 

On trouve ainsi, en désignant par C une constante arbitraire, 

7 
ou 

^ 7 

Pour que le profil soit symétrique, il faut que C et h soient nuls ; 
mais alors il se réduit à deux droites, ce qui est inadmissible. 



Vil. — Des vibrations des pris&ies et cylindres. 

35. Considérons un prisme ou cylindre, censé vertical pour fixer les 
idées, et qui ne soit soumis à l'action d'aucune force extérieure; soient 

Os son axe de figure ou le lieu géométrique des centres de gravité de 
ses sections droites; 

AB la section en O où un encastrement est censé avoir lieu; 

CD la section terminale du prisme, 

/ sa longueur ; 

Oxt Oy deux axes rectangulaires situés dans la section d'encastre- 
ment AB. 
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36. Vibrations longitudinales. — Supposons que le prisme, à la 
suite d'une friction longitudinale répartie d'une manière quelconque 
sur sa paroi latérale, soit abandonné à lui-même; il exécutera une série 
d'oscillations longitudinales, et, en s'appuyant sur l'expérience, on est 
conduit à supposer u=^o, v - - o, mais sous toutes réserves. 

Nous avons ainsi 

^ dw _ ^ dw .j^ dw 

■" I ; 

i ^ dw » div 

Kn posant 

il (\st facile de recoiuiaître (|ue les équations de l'équilibre intérieur 
en ne tenant compte que de l'inertie se réduisent aux deux suivantes : 

1 div _ dw 

\ dx dz ~ ' dv dz ' 

d^w l'^i-id'sv d^w d^sv" 

~d^ "~ V "d^ '^ '(hF* '^ 'dy^ 

Il est visible, d'après les deux premières des équations (3), que»M^ se 
composera de deux termes, l'un fonction de t et de z seulement, l'au- 
tre de /, a-, y sans :;. Nous laisserons de coté ce second terme, parce 
qu'il n'a rapport qu'à lui cas particulier d'un problème plus général 
(]ue nous clicrcberons à résoudre dans l'article suivant. 

Ainsi donc nous supposerons que \v est indépendant de x et de y. 

\a\ seconde des équations (3) devient alors 

<*t est satisfaite par 

f.")) \v -- Acos-^(5 -h v) cosof/ -f- t), 

en désignant par A, y, y, t quatre constantes. 
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iMais, pour la base, on doit avoir 

Pzz = o, p^j, = o, p^y = o 
ou, en vertu des formules (i), 

— = o pour z = It 

ce qui exige que, en désignant par « un nombre entier. 

Nous avons donc, au lieu de l'équation (5), la suivante : 



w 



= Acosî;r-7 — ' cos-7 — ^^{t -\- t). 



Si p' est la pression que Ton doit exercer sur la surface pour que les 
choses se passent comme nous l'avons supposé, il faut que l'on 
ait 

Px = P:rx COSa, p\. = Pyy Siu « 

ou, d'après les deux premières formules (i), 

pression qui est normale, mais qui ne peut être ni nulle ni constante, 
quelle que soit la forme du périmètre du prisme. 

I^a solution que nous venons de donner, quoique due à nos plus 
grands géomètres de ce siècle, nous parait donc insuffisante. 

37. Vibrations transversales. — Conservons les notations qui précè- 
dent, en admettant que le mode de vibrations soit le résultat d'un choc 
latéral, mais supposons maintenant «^ = o, p^t = o, d'où 



/ X ^ du d%^ 



47 
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Les équations (18') du n^ 16 se réduisent, eu égard à la précé- 
dente, à 

\ d^ u cP u d /du dv\ 

, k^ 'dï^ ~~ ~dz^' '^ dT\d^' ^ Tïxy 

(2) < 

[7^ dt^ ~" ^ — du: \dr djr^ 

Si, en désignant par a une fonction de Xy /, s, nous posons 

/ r> V d'3 dfj 

réquation (1) sera vérifiée et les équations (2) se réduiront à la sui- 
vante : 

/ , X i d-a d^tj d^tj d'i 



A' dr- dx^ ' dy^ ' dz^ 



Les composantes tangenticUes 



_ _ . /^ dv\ __ _ . (d^ ___ d'i \ 
^ fd\' div\ ^ d^s 



dz dy) dydz 

doivent être nulles sur la surface latérale; on satisfera à (-elle condi- 
tion si l'on admet que dans Tintérieur de la masse : i" la fonction 7 est 
indépendante de 5 ; 2" que 

/ V X r/* rs d^^ 

^ r/>'* dx^ 

V 

L'équation (4) se réduit alors à la suivante : 

d^y d^rs I d^'s 



dx*' dv^ 2 A* dl' 
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qui est satisfaite par 

((3) G = \ cos-^ (x -h i) cos-^^(y-hr,)cofig(t -h t), 

en désignant par A, ê, yj, t quatre constantes. 
Il vient 

u = - -^cos -^ (.r -I- e) sin -^ ( v -^ yj) cosy (/ -h rj, 

(7) V 

i' — — ^ sui — ^'.r -h £)ros— ^(y -hnjcosqU -f-r); 

puis 

A7* • 7 / \ • 7 

- - -." _L^ (j^7 _|_ g) sni -^_ 



/^xx ^ X yf sin ^ (a^ -h g) sin ^^(j' -f- yj) cosy(/ -h t), 



^ ' ^ />>•>• ~~ A-T^-sin— V (.r --h 6} sni -^_( v-h yj) cosy(/ -l- t), 

^' /C\'A A\>'l 

Pzz = O. 

I>es conditions relatives à la surface latérale se réduisent à 

Py=^ Pyy^^^^^f 

d'où 

, ^^ XA7'v'2 • 7 / . \ • 7V'^(v-HT,) , 

Cette pression sera normale, mais ne sera généralement pas nulle, 
comme on devrait Texigcr. Elle le sera cependant dans le cas d'un 
prisme à base carrée dont le coté serait 2a, à la condition que Ton ait 

Z=:z o^ YJ = o 

et 



7== 



a 



en désignant par i un nombre entier. On peut déduire de là des consé- 
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quences plus ou moins iiitéressnntes auxquelles nous ne rroyons pas 
cependant devoir nous arrêter. 



VIII. 



Des membranes élastiques. 



58. Généralités. — Considérons un solide homogt'ne, limité, d'une 
part, par deux portions de surfaces parallèles, auxquelles nous donne- 
rons le nom i\e faces,' ei de l'autre par une surface conoïde ou contour 
suivant laquelle le solide pourra èlre maintenu s'il y a lieu. En admet- 
tant que la distance £ des deux faces soit aussi petite qiit^ l'on voudra, 
le solide dont il s'agit sera pour nous une membrane élastique. 

Dans ne qui suit, nous supposerons que les deux faces ne sont sou- 
mises à aucune pression, mais que les molécules de la membrane sont 
soumises à l'action de forces extérieures proportionnelles à leurs 
masses, en y comprenant l'inertie quand il y aura lieu de ta faire 
intervenir. 

Comme les deux faces sont très voisines l'une du l'autre, nous poin-- 
rons admettre sans erreur sensible qu'elles restent parallèles apré-s la 
iléformiition et que leur distance n'a pas varié. 

Soient /, m, n les cosinus des angles a, ^i, y, que forme, avec le.s trois 
axes, la normale au |)oint (or, y, s) de l'une des faces déformée ou non 
selon la nature du problème que l'on a en vue de résoudre. 

Les conditions relatives aux deux faces, sur lesquelles, comme nous 
l'avons dit, il ne s'exerce aucune pression, seront satisfaites si nous 
admettons, sauf justification ultérieure, que nous ayons dans toute la 
masse 

(0 ' Iprx -i- mp^r + "Pjt = ^^ 

[ //ï„ + m/îjj. + n/)„ = o. 

Considérons maintenant un élément de volume de la membrane dé- 
terminé par un prisme parallèle à Os ayant pour base fAr dy. Si l'on 
remarque que l'épaisseur .de la membrane estimée parallèlement à = 
est - . et si l'on ap|ilique à l'élément considéré, pour exprimer les con- 
ditions d'équilibre, la même métbode que pour le parallélépipède élé- 
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nientaire, on trouve, sans difficulté» les équations suivantes : 



II 



(2) (_/» _, n_ ^Yi-, 

n 



dp" 


dP^' 


n 


n 




1 


dx 


' dy 


^Pyy 


dP'y 


n 


n 

1 


dy 


dx 


di''- 


dPy 


n 


n 


Ê 


H 1— 



dx dy n 

Si Ton porte dans la dernière de ces équations les valeurs de />^„ 
Pyg déduites des deux premières des équations (i), on obtient le ré- 
sultat 

dx dx n dx "^ dx 

çl Pyy ^ Pyx 

n j m dm dl ^^ Z 

mais, en ayant égard aux deux premières des équations (2), on recon- 
naît sans peine que le résultat ci-dessus se réduit au suivant : 

équation que l'on peut substituer à Tune des deux premières équa- 
tions (i) ou à la dernière des équations (2). 

Si entre les équations (i) on élimine p^^zj Pyt^ on arrive à la sui- 
vante : 

( \ ) PZZ = ^t [PPXJC + '2m/p^y + m^Pyy). 

Dans la plupart des cas, on pourra substituer à /, m, /i leurs valeurs 
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déduites do l'équation 

(5) /(.T,y,z) = o 

de l'une des faces, lorsque la membrane est à l'état naturel, savoir : 

i(L ^ 'il 

(G) , <i.f <lv tl= 

eu posant 

Dans tout ce qui suil. nous ne nous occuperons que des membranes 
primitivement planes. 

39, De l'équilibre d'élaslicité d'une membrane plane. — Si nous 
prenons l'une des faces, à l'état naturel, pour plan des xy, et si 
nous négligeons les effets de la déformation, nous aurons / = o. m = o. 
n = I. et les équations (i), (3) et (4) nous donneront 

(7) ;*.. = *>. />,. = n, /?„ = oC). Z-o. 

On voit ainsi que la membrane ne peut se trouver en équilibre que si 
les forces qui sollicitent ses molécules sont parallèles aux deux faces. 
La troisième des équations [2) étant satisfaite, il nous sufût de con- 
sidérer les deux autres qui deviennent 



(8) 






= DY. 



rf,- 

Les trois premières des équations (7) nous donnent, en f:iisant inter* 



(') Lu condition /K^—o evigtf que l'ellipsoïilc des prassioiis se ri^.Jui; 
'llipse ; de sorte que, dans la membrani? , une pression principale est nnlli 
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venir les déplacements élastiques, 

En ayant égard à la troisième de ces relations, on voit que 

^ /o ^/w d\' di%'\ '\\ ( , du d\\ 



/ \ I > /o ^*' du div\ '-^'À/, <^A' du ^ 



tln\ 



y (du d{'\ 



et les équations (8) deviennent 



8d'U ^ d*v r^d^u o n « 

r/.r* dxdv dy X 

(II) -^ -^ 

40. /)e /a répartition des efforts élastiques dans une membrane plane 
également tendue dans tous les sens. — Supposons que la membrane ne 
soit sollicitée par aucune force extérieure, ou que X = o, Y = o, mais 
que, par suite d'une disposition spéciale, on lui fasse subir une tension 
normale uniforme t sur tout son contour. Soit f l'angle que forme la 
normale au point (a?, y) du contour avec Ox; en remarquant que t 
doit être considéré comme une pression négative, nous avons, en invo- 
quant le théorème des composantes normales réciproques, 



d'où 



— TCOs<p = />xxCOsy -h pjpy smy, 

— T sinç/ -:-- pyy cosf -h pjcyCOS^f:^ 



(12) — T -- Pxx^^^^f ■+■ 2/)^^sinf cosy -{-/^y^sin^cp. 
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Ainsi, nous aurons à satisfaire aux équations 



^P 



XX 



dx 

dpyy 



dp 



xy 



= o, 



(A) 



dy dx 

i\ ( f du 
P.s = - -3- [^ ai 

i\ ( f dv du\ 



di/ 

dti 
dx^ 



= o. 



du div 

dz dx 

dv div 

dz dy ' 

du dv ^ dw 

\ dx dy dz 



= o 



et à la condition (12). 

•Si la membrane est circulaire et si l'on place l'origine des coordon- 
nées a son centre, on a évidemment /?^^ = o ; la condition (12) est sa- 
tisfaite par les valeurs 

P-rx = Pry = — r, 

qui satisfont également aux deux premières des équations (Â). 
Les deux suivantes le sont aussi par 

3 T 3 X 

10 A 10 A •^ 

et le déplacement en chaque point est aussi dirigé suivant le rayon, 
comme cela était visible a priori. 

I^s cinquième et sixième des équations (A) exigent que w soit indé- 
pendant dea?et j^; enfin la dernière donne 



(i:i) 



SV = 



I T 

"■5 X^ 



Ce dernier résultat parait paradoxal au premier abord, car il semble 



v 
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que w doit être nul sur le contour. Mais il faut remarquer que le 
mode d'encastrement latéral n'est pas absolument fixe sur toute 
l'épaisseur de la membrane. Considérons, par exemple, le cas simple 
du tambour de basque; w doit être considéré comme nul sur la face 
adjacente à la monture; mais on a le sentiment que la tension doit 
avoir pour effet de faire éprouver une diminution à l'épaisseur de la 
peau. D'après la formule (13), la réduction relative de cette épaisseur 
est 

I T T 



5 X 2K' 



en nous rappelant que E représente le coefficient d'élasticité. 

41. Vibrations transversales d'une membrane plane, — Il y a lieu 
dans cette question de tenir compte de la déformation de la mem- 
brane, censée réduite à l'état d'une surface élastique; ce qui veut dire 
que /, m doivent être considérés comme des quantités du premier ordre 
et que l'on a /* = i, en négligeant les termes du second ordre. 

Nous supposerons que a = o, i' = o et que w est indépendant de z ; 

de plus, que X = o, Y = o, Z = — -tj^- 

On voit sans difficulté que p^^jg = o, p^y = o, p^^ = o, pj^y = o, et 
ensuite que 

Les deux premières des équations (2) sont satisfaites, et les équa- 
tions (3) le sont aussi. Il ne nous reste donc que la troisième des 
équations ( 2) qui devient 

(i3) 



du'^ ' dy X dt* A* dt' ' 

cette équation est satisfaite par 

vi4) iv = A;„,,sinm(a? -fr x)^i"^'*(j^' -^ ^) sinX-y>/i' -f- n^(t -h t), 

en désignant par m, /i, A,;, „, /, yj des constantes arbitraires. On ob- 
tiendra une solution plus générale de l'équation (i 3) en prenant pour 

48 
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tv ta somme îles valeurs que l'on obtient, en donnant dans l'expres- 
sion { 1 4 ) toutes les valeurs possibles aux constantes arbitraires, soit 



,5) 



2A„^„sinm(a:; -f- y_)s\nn{y -+- >]) sinAv'm' -i- n'{t -f- t). 



.Si la membrane est encastrée suivant son contour dont l'équation en 
j", y est censée donnée, on devra avoir 

(,6) „- = o 

pour ce contour. SQ\elllf{cc.y),f^[x,y) lesvaleurs initiales de iv et -3- . 
qui sont aussi des données de la question ; nous devons avoir 



(•7) 



' /{x, y)= 2A„,„sinm{a: + Y^sÀ.nn{y + jj) sinA v''"' + "'"T) 
/i[x, y) — Ikijin^ -k- n' !iia.m[x -^ -/^ûxiniy 4- 17) cosAvm^~H^^T. 

Les valeurs des constantes se détermineront au moyen des conditions 

(16) et (,7). 

42. Cas d'une membrane rectangulaire. — Nous prendrons Je centre 
de la membrane pour origine des coordonnées »^t les axes 0.r, Oy res- 
pectivement parallèles aux deux couples de côtés 2a et ai. 

L'équation (i3) et ta condition (16) relative au contour seront 
satisfaites par 



(.8) 



\^ ■ y «' (I- ■ V " t* / 

ibres entiers quelconques, par M, ,s 



en désignant par i, i' deux n 
deux constantes arbitraires. 

Les conditions rehitives à l'état initial seront exprimées par 

( /(■*■■ y) =^M,ysin ^sin !-^, 

(19) ; ^ 
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Si l'on multiplie ces deux équations par sin— ^sin-^ dxdy^ et que 

Ton effectue ensuite l'intégration entre les limites a? = o, a: — a, j = o, 
y = 6, on reconnaît, sans difficulté, que Ton a 

1 ^^'»''^ ^X ^'"^X /(a7,>')sin'^sin^rfa?rfj. 

'N,,,'== 7- -/ db / /,(j?,^)sin-^-^sm^-fitrrf7, 

et le problème se trouve ainsi complètement résolu. 

Cas de la membrane carrée, en supposant nulle la vitesse initiale'. — 
Nous avons ici 

a = b, f,[x, y) = o, N,,,- = o 
et, par suite, 

(il) «; = \ M// sin — sm -j- cos — yr -h i^ t. 

Supposons que, en désignant par v un nombre entier quelconque, 
on puisse trouver des valeurs entières de i, i' satisfaisant à l'équation 
indéterminée 

(221 |»-i-l''='-^'. 

I/ensemble des termes de la série (21) se rapportant à la valeur v 
correspondra à un même son, et l'équation générale des lignes no- 
dales, donnée par w = o, quel que soit /, sera 

( 23 1 > M// sm -^ sin -^ = o, 

le signe 1 se rapportant ici uniquement à la somme des termes pour 
lesquels l'équation (22) est satisfaite. 
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IX. — Des cylindres circulaires. 

43. Équilibre d'élastici/é d'une enveloppe cylindrique soumise à l'ac- 
tion d'une pression normale constante sur sa surface intérieure et d'une 
pression semblable sur sa sur/ace extérieure. — Soient To, r^ le rayon in- 
térieur et le rayon extérieur de Tenveloppe ; Pq, P| la pression inté- 
rieure et la pression extérieure, la première étant censée supérieure à 
la seconde, et de lelle manière que 

P,rl>Vrl 

Nous supposerons que Tenveloppe est terminée par des fonds plats 
ou courbes, ajustés de manière que toute section annulaire éprouve 
une traction uniforme F parallèle à Taxe, ce qui établit la relation 

(7rrî-7rr2)Fr=P,7rr2-P,7rrî; 
d'où 

(!) F=!^i-^^. 

' 1 ' 

Dans les circonstances actuelles, on a évidemment V = o, et U et W 
sont indépendants de ô. Nous admettrons, sauf justification ultérieure, 
que U ne dépend que de r et W et z. Comme on a ici R = o, T = o, 
Z = o, les formules (26) et (3o) du n** 18 se réduisent aux sui- 
vantes : 

(2) 



[^) 





A 


rfU 

~~ dr 


U 

H 

r 


d\\ 

+ de 


y 


Prr 




\((h 


rfU U 

dr^ r-^ 


dW\ 
dz)' 


Pu 




>('3 


U 

h 

r 


dV 
dJ-^ 


dW\ 
dz )' 


Pzr 




-\{z 


rfW 
dz 


^fr-^\ 



Pu = o, 7?xr = O, prc = O. 



La seconde des équations (17) du n® 9 est satisfaite d'elle-même. 
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La troisième se réduit à 



ou 



dpzz 
dz 




o 


d^W 




o 



dz^ 
et enfin à 

(4) W = Cs, 

en désignant par C une constante et plaçant Torigine au milieu de 
Taxe. I^ première des équations (17) du numéro précité devient 

dPrr , Prr — Rrt _ _ 

dr r 

ou 

dr^ '^ r dr r» "" ^' 
équation homogène dont l'intégrale est 

(5) U = Ar+5, 

en désignant par A et B deux nouvelles constantes. 

En portant les valeurs Ci) et (5) dans les équations (2) et {'.i), on 
trouve 

(2') A = 2A4-C, 

U„ = -x(4A-^+c). 

(3') |/>„ = -X(^4A + ^+Cj, 

;,„z=-X(3C-f-2A). 

/'cr=<>. Pzr=0, Ptr—^^' 

Mais on doit avoir prr= P© pour r= r^, p^, =/>, pour r= /*,, et 
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Pzz = — F; on a ainsi les relations 



3C-(-2A = 



_ P,rî-P,/-Î 



0' . 



d'où Ton déduit 



,î — r» 



^_ r;r;(Po-P,) 
^Hr\-r\) ' 



(4) A=C=^-ÇV^' 

_ 3 P.z-o'-P.r? 

dX rj — r* 

et l'on voit que l'enveloppe est uniformément dilatée dans toute son 
étendue. 

La seconde des formules (3') donne enfin 



\^) -^ Pu— rî ZTi • =-^— : ^^^ 



r'{r\^rl) 



d'où résulte que la section méridienne éprouve une traction variable 
dont le maximum a lieu'vers la paroi intérieure ou pour r= R^. 

Si nous égalons ce maximum à l'effort élastique T que l'on ne doit 
pas faire dépasser à la nature, soit pour ne pas atteindre l'élasticité, 
soit pour obtenir une sécurité convenable, on trouve la relation 



^7^ ro "" V r-i-2P~Po "" 



vA^^çg' 



p p 

comme, dans les applications, le rapport =^ — p^ est généralement très 
petit, on peut prendre simplement 



ro ' r -t- P, ' 



TIIÉORIR MATHKHATIQCE DE L'ÉLASTICITÉ. 3/(9 

d'où, en désignant par e l'épaisseur r, — r», 

/-.(Po-P) 

e=- , 

ce qui est précisément la formule à laquelle conduit la théorie de la 
résistance des matériaux. 

44. Virole serrée à chaud sur une autre virole ou sur un cylindre. - 
ï° Considérons d'abord le cas de deux viroles; soient, à l'état na- 
turel, Tq, r^ les rayons intérieurs et r,, r\ les rayons extérieurs de la 
grande et delà petite virole; N Faction mutuelle par unité de surface 
des deux viroles après le serrage. 

A cela près, conservons les notations qui précèdent. 

Les formules (4)f (5) et (3') sont applicables à Tune et à l'autre 
virole, en y supposant ^„ = o. 

En ce qui concerne la virole extérieure, on a prr = o pour r = r^, 
p^^ = N pour r = To; d'où 

A — — ~ ^ 

lO 



-•(^-^) 



B=i-.-^ 



=*X 



VI rV 



c=i 



N 



"Xr' 



' Vî /•?) 

et pour la valeur Uo de U à la surface intérieure, 

(7) ^'-.Trr^-.M-O-J^D- 

Pour obtenir la valeur U', de U à la surface extérieure de la petite 
virole, il sufGra évidemment de changer dans la formule précédente r, 
en r'j et r, en r^ , ce qui donne 

•V! r;') 
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La condition pour que les viroles soient adaptées l'une sur Tautre 
est exprimée par 

(8) . ro-f-Uo=r;-+-ir,, 

et l'on a tous les éléments voulus pour déterminer N, par suite, les 
composantes p^^ dans les deux viroles. 

Si Ton se donne la valeur maximum de ces composantes, on aura 
une équation qui permettra de déterminer Tq — r^ en fonction de 
r,, Tq et (le r^ ou r, , et, par suite, la température minimum à laquelle 
on doit porter la virole extérieure pour qu'elle puisse s'ajuster sur 
Tautre. 

7° Dans le cas d'un cylindre intérieur, il faut que B = o pour 
c[\ie prr et pt^ne deviennent pas infinis pour r = o; ces deux pressions 
sont alors constantes et égales à N, et l'on trouve 



A — — — - 
lo X 



et 



En substituant les expressions (7) et (7*') dans la formule (8), le pro- 
blème se trouvera complètement résolu. 

45. Vibrations tournantes d* un cylindre circulaire. — Reportons-nous 
îiux équations du n** 18 et supposons que, après avoir fait subir au 
cylindre une torsion, on l'abandonne ensuite à lui-même : il exécutera 
une série d'oscillations tournantes. 

Cherchons d'abord à satisfaire aux équations ( 28 ), en posant U = o, 
V =: ra, W = o et représentant par <s une fonction de Z et de /. 

La formule (26) donne 

A = o; 
nous avons d'ailleurs 

X=o, >3 = o, ^ = — 2(7, R=o, T = — ^= — r~, W=o. 
La première et la troisième des équations (28) sont satisfaites. 
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La seconde se réduit à 
Les formules ( 27 ) donnent 

Prr = O, ptt = O, p^^ ~ O, p-r " O, p^t = O, 

et enfin 

On voit déjà que la pression sur la surface latérale est nulle. 

Si la base est libre, on satisfera à Téquation (a) et à la condition que 
p^f soit nul sur cette base en prenant 

G = Ai COS —j- COS -y- /, 

/ étant la longueur du prisme, i un nombre entier quelconque et A, une 
constante. 
On a ainsi 

= A/r cos -^ COS -y- / 
et, plus généralement, 



= > A,rcos-T-cos-y- /. 

i =1 



§ X. — Des sphères. 

46. Équilibre d'élasticité d'une enveloppe sphérique soumise à l action 
d' une pression normale constante sur sa surface intérieure et d'une pres- 
sion semblable sur la surface extérieure. — Soient 

To, r, le rayon intérieur et le rayon extérieur de Tenveloppe ; 
Po, Pj la pression intérieure et la pression extérieure, la première 
étant censée supérieure à la seconde. 

49 
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Nous nous reporterons au n*^ 19 et en 'supposant 11 ~ o, ]\I = o, 
T=o. Il est évident que les déplacements moléculaires produits 
par les pressions sont dirigés suivant les ravons et qu'ils ont la même 
valeur pour tous les points d'une sphère concentrique comprise 
entre celles qui limitent la couche; ce qui revient à supposer \ = o, 
W = o et à considérer U comme étant uniquement fonction de r. 

Les équations (34) et (35) du n^ 19 nous donnent alors 






dr r r- dr 

di: 



- - ' . - . . . > 



I.îi seconde et la troisième des équations (19) du n*^ 10 sont satis- 
fîules, et il ne reste cjue la première, qui se réduit à la suivante : 



'?. r I 



(1*011, en vertu des valeurs (i), 

ch. , I dn) 

dr ' V dr- ' dr / 
el enfin 

dr 

Ainsi donc la dilatation cubique est constante; en la désignant 

par -— , nous aurons 

2_ dr^ U _ 3A 
/•- dr À 

et, en représentant par B une autre constante, 

TT A/- B 
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Jax sccoiulc et la troisième des équations f i donnen», par si i'e, 



.j ' 



\Prr -OA- -, 

(3) . ■' 

\PnuH=Ptt= >A -f- ^- 



Nous avons maintenant, pour déterminer les constantes A et I^ le 
relations 

1 1 = >A p> 

Pjj = 5A --1 

d'où 

i> /.i i> ..1 



\ 



\ ::- ~ -r 



Si nous supposons cpie Ton ail 

les coeflicients A et B seront négatifs et la plus grande vahuir d(» Ih 
traction — p,nm développée dans la masse correspondra à r= Tq. Si 
lions désignons par Y la valeur de ce maximum, censée donnée, égale 
au plus à celle de T effort au delà de laquelle la matièn» tendrait à s;» 
désagréger, nous aurons 

r = ::lf£^- ■ Pt/?) t-(Po-P. w-;, 

on déduit de là 

1 



/•!-[' âlr + F'.')] 



Comme généralement, dans les applications, " ., est une petite frac 
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tioii, on peut réduire cette foraiule à la suivante : 

d'où, en désignant par e répaisseur r, — r^, 

sok la moitié de répaisseur obtenue au n^ 45 pour une enveloppe 
cylindrique. 

47. Équilibre d'une croûte planétaire, — Nous supposerons que la 
croùt(5 est sphériquc, que son épaisseur est uniforme, qu'elle est sou- 
mise à Taction de la gravité et de deux pressions constantes respecti- 
vement extérieure et intérieure. 

Soient 

r, , r^ les rayons extérieur et intérieur de la croûte; 

P, , Po les pressions extérieure et intérieure auxquelles elle est soumise ; 

g l'accélération de la gravité à sa surface. 

Comme dans la question précédente, nous aurons V = o, W — o; 
U ne dépendra que de r. Des équations (3/i) et (35) du n** 19, on dé- 
duit, comme ci-dessus : 

dV 2U I dr-U 
ar r r* cir 



'rnt 



O, Prt=0, p„u=0 



On a d'ailleurs 



R = -i^, M = o, T = o. 



La seconde et la troisième des équations (rg) du n° 10 sont satis- 
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faites; la première, la seule que nous ayons à considérer, se réduit à 

^/,. "^ fAPrr Pmm) — ^. » 

d'où 

et en désignant par A une constante arbitraire et par n le poids spéci- 
fique D^ de la matière, 

(2) ^==-în 



Oa/'i a 

En vertu de la première des équations (1), la formule (2) donne 
successivement, en désignant par B une nouvelle constante arbitraire, 

F- *17F "" " ôxT; "^ X ' 

_ lï/'^ Ar H 



3oÀr, X ' J.r* 

La seconde des équations (f) donne, par suite, 

Les constantes A et B se détermineront par les conditions suivantes : 

jp, = _iin^4-4A-î?. 

•i7. Vibrations radiales iVune enveloppe sphérique. — Considérons 
une enveloppe sphérique soustraite à Taction de toute force extérieure, 
et supposons qu*à un instant quelconque, que nous prendrons pour 
origine du temps, ses molécules vibrent suivant les rayons, et que ces 
vibrations ne dépendent que de la distance au centre. Cherchons à 
voir si ce mode de vibrations pourra se perpétuer indéfiniment. 
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Dans les formules du n*' 19, nous devrons supposer V = o, AV = o, 
M = o, T = o er 



R=- 



cit- 



Nous devrons admettre que U et A sont indépendants de 5 et df. 
r.a deuxième et la troisième des équations (37) du numéro précilé 
s(ml satisfaites. 1^ première, eu égard à la formule (3/i), donne 

. (i-i: 2 fO: 2U _ I dn' 

'^ (/r' "^ r dr 7* "" k- dr- ' 

vu posant, pour abréger, 

Soient 

y un nombre quelconque, 
£ une constante arbitraire ; 
V une fonction de r. 

Kn substituant dans l'équation (1) l'expression 



U = Xcos{y/ -f-e). 



on trouve 



fr\ d'\ , 2 d\ /g- 2\« 

Les constantes introduites par l'intégration de cette équation de- 
vront satisfaire aux conditions />^,.^ o, /?;.,„= o, />^^= o, pour les 
rayons intérieur r^ et extérieur r^ de l'enveloppe. Mais, d'après les 
équations (3j) du n^ 19, la seconde et la troisième de ces conditions 
se trouvent vérifiées d'elles-mêmes et la première revient à la suivante : 

;3} 2-^j:-h2 y:=nO pOUr T = T^ Ct T = T, . 



» » _ _ • » 
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Si l'épaisseur e = r, — Tq est snffisaniment petite*, réquation ( V) so ré- 
duit approxiniativoment à la suivante : 



clr- /'o dr 



que l'on sait intégrer. 



{Î-tM-". 



FIN. 



NOTE 



SUH 1/ÉQl ILIBIŒ INTÉRIEIK DICS SEMI-FLL IDKS. 



Oïl désigne généralement sous le nom de semi-fluides un s\slème 
matériel formé de la juxtaposition de corps solides, dont les di- 
mensions moyennes sont petites et ne varient des unes aux autres 
qu'entre des limites relativement restreintes ; le sable de rivière est 
le type des semi-fluides. 

Lorsqu'un pareil système sera en équilibre, il ne tendra à se dé- 
placer que si, en un certain nombre de points de contact de ses élé- 
ments, les actions mutuelles tangentielles atteignent la valeur du frot- 
tement de glissement. On peut admettre que le coefficient de ce 
frottement a sensiblement la même valeur d'un point à Tautre de la 
masse. 

S'il s'agit d'un volume semi-fluide considérable, on peut le supposer 
divisé en parties telles que, tout en renfermant un nombre notable de 
corpuscules, leurs dimensions soient relativement assez petites pour 
que l'on puisse en négliger les secondes puissances; de sorte que l'on 
est ramené, en ce qui concerne la recherche des conditions d'équi- 
libre, à substituer au semi-fluide une masse continue ayant pour den- 
sité sa densité apparente moyenne; on supposera ensuite que la com- 
posante tangentieile de la pression sur un élément plan atteint son 
maximum lorsqu'elle est égale au frottement de glissement. 

Nous ne considérerons que le cas d'un semi-fluide soumis à Tac- 
tioii de la pesanteur. 

Si la masse est complètement libre, c'est-à-dire si elle ne s'appuie 

5o 
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l'n aucun point contre un obstacle, il faut, poiii" qu'elle soit en équi- 
libre, que le plan tangent en up [)oint quelconque de la surface fasse 
avec riiorizoïi un angle mointtreque l'angle de frotlenient : celte in- 
clinaison limite définit ce que l'on appelle le talus nalureld'un semi- 
fluide, c'est-à-dire la pente qu'il prend à la suite d'un ébouiement. 

Une terre quelconque peut être considérée comme un semi fluide 
dont les vides, entre les corpuscules, sont remplis par une matière très 
divisée qui donne à la masse une certaine cohésion, lorsque cette 
masse ne vient pas d'être fraîchement remuée. 

Quand il s'agit de calculer l'épaisseur que doit avoir un mur de sou- 
tènement, pour résister à la poussée d'une terre, il y a avantage, au 
point de vue de la sécurité, à faire abstraction de cette cohésion, parce 
qu'on trouve alors des épaisseurs supérieures à celles qui correspon- 
dent au degré de stabilité que l'on a en vue d'obtenir. 

Nous sommes ainsi conduit à considérer un sable ou une terre 
comme une niasse continue qui, lorsque son équilibre n'est ]>as na- 
turel ou qu'il n'existe que par la présence de corps extérieurs tels 
qu'un mur. est en équilibre instable; de sorte que, si l'on considère 
tous les éléments superflciels passant par un point quelconque de la 
masse, le maximum de l'angle formé par la pression sur un éli-ment 
avec sa normale doit être égal à l'angle de frottement. 

Nous désignerons respectivement para et a' les angles de frottement 
d'un semi-fluide sur lui-même et contre le miu'. 

Considérons maintenant une masse de terre de forme prismatique à 
arêtes horizontales, d'une longueur assez grande pour qu'on puisse la 
considérer comme indéfinie, soutenue parmi mur. L'équdibre devant, 
d'après ce que l'on a dit plus haut, être regardé comme instable, la 
masse tend à se déplacer suivant des surfaces cylindi-iques à généra- 
trices horizontales, pour chacun des éléments desquelles le rap|M)rt 
de la composante langentielle à la composante normale de la pression 
est égal à la tangente de l'angle de frottement; au contact du mur, le 
rapport semblable aura également une valeur spéciale qui sera, en 
général, peu différente de la précédente. 

Nous ferons abstraction des pressions dans les plans perpendicu- 
laires aux arêtes des prismes, ce qui nous ramène à considérer sim- 
plement une section faite par l'un de ces plans. 
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Soient 

0.r, O V deux axes rectangulaires tracés dans le plan d'une section, 
en prenant pour origine la trace de Tinlersection du parement inté- 
rieur du mur et du talus ; 
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/ rinclinaison de Ox sur Thorizontale OH égale à celle de la verticale OV 

sur Oy; 
Il le poids de Tuniré de volume. 

En exprimant qu'un rectangle élémentaire, dont les côtés sont pa- 
rallèles à O jc, Oj', est en équilibre, on obtient les équations 






^ + ^==ncosi. 

a y dx 



Considérons maintenant un triangle rectangle élémentaire, dont les 
cotés de Tangle droit sont parallèles à Oj?, O v, et dont l'hypoténuse 
fait l'angle avec ce dernier côté; soient N, T les composantes nor- 
male et tangentielle de la pression sur Thypoténusc. En exprimant que 
les forces qui sollicitent le triangle se font équilibre, en projection sur 
les directions de N et T, on trouve 

Pï = (/7j.^cos5 -^Pyx sin5) cosC -H [pyy sinô + pxyCo%Q)sm9, 
T = [pyy sin5 -h/?^j.cos5) cos9 — (/^^xCosS -\- Pxy sinô) sin5 
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OU 

(2) 

X^_ y>xx />, v si n a e -+- /?^y cos a g . 

Pour rrouver les directions des pressions principales, il faut supposer 
T = o, ce qui donne 

(3) tang2Ô, = -^^. 

On appelle ligne isostatique une ligne telle, que la pression sur 
chacun de ses éléments est normale à cet élément. Une pareille ligne 
est définie par 

tangS, = - ;^. 
on 

^y^ ^ ^h' ( Pxx — Pyy\ 

dx 



^:! _^ ^ ( Pxx-Pyy \ _ , ^ (j 



et Ton voit que, en chaque point de la masse, il passe deux courbes 
isostatiques normales entre elles et tangentes aux directions des pressions 
principales au même point. 
Si nous posons 



tanff X = - = — iPxx — Pyy) Sin 2 e 4- 2pj.y cos 2 6 ^ 



il vient 



( î ) iP^u-^Pix) î^>n>t H- [Pxx—Pyy) Sin( 25 H- X) - 2/Î^^.COs{ 2$ -+-X) = O. 



Pour exprimer quex est maximum ou minimum, il faut différentier 

dA 

d^ 



cette équation en y supposant -tj- = o, ce qui donne 



tang(2Ô + x) = - [Pif^_Pyû. 
Or nous avons admis que le maximum de la valeur absolue du rap- 
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port j^ doit être égal a tanga; on devra donc supposer 

X = a ou X = — a, 
selon le sens de ï, et nous aurons 

(5) tang(2e±«)=-£££^. 

L'équation (4) devient, en y faisant y.=^±: ol^ puis éliminant au 
moyen de la formule (5), 

(6) [Pxx — PyyY-^^P%- (/?xxH-/^.>T)'sin'a = o. 

On appelle lignes de glissement celles pour chaque élément desquelles 
la composante tangentielle de la pression est égale au frottement de 
glissement. On obtiendra leur équation différentielle en supposant 

tang5=-g 

dans la formule (v'ï). Comme à chacun des signes de a correspondent 
deux valeurs de qui diffèrent enire elles de 90^, on voit que, en 
chaque point de la masse, il passe deux systèmes orthogonaux de 
lignes de glissement. Si Ton désigne par 5^ ^^ valeur de corres|)on- 
dantà Tune des lignes de glissement, les équations !3) et ( >) donnent 

tang{262d:a) =— cot^S, = tang(25, -h 90^) ou tang(26,-f- 270"^ 



d'où 



52-5, = 4)"zh- ou i3r)"±-, 



pour les angles sous lesquels se coupent les lignes de glissement de 
Tun et de l'autre système avec les lignes isostatiques. On voit ainsi que 
les lignes de glissement forment deux groupes composés chacun de» 
deux lignes appartenant respectivement à l'un et l'autre système. Les 



364 ÉQUILIBRE INTÉRIEUR DES SEMI-FLUIDES. 

lignes d'un groupe forment, avec Tune des bissectrices des angles des 
diamètres principaux de Tellipse des pressions, et de part et d'autre de 
cette bissectrice, des angles égaux à la moitié de l'angle de frottement; 
par suite, dans toute la masse, les courbes isostatiques et les courbes de 
glissement se coupent sous un angle constant. 

Comme l'équalion (G) a été établie sans faire aucune hypothèse sur 
le choix des axes coordonnés, elle subsiste encore lorsque l'on sup- 
pose quils sont parallèles aux directions des pressions principales; 
mais alors on a Pxy=^ ^ ^^ \^^^ suite 

le rapport ^-^ des pressions principales est donc constant, ou encore 
toutes les ellipses des pressions sont semblables. 

Intégration des équations d* équilibre. — Les équations (i) et (6) de- 
vront permettre de déterminer les pressions inconnues /^^^r» Pyy^Pxy Les 
équations (i) seront satisfaites en posant 

_ (^ 

(7) [p,y = ^nysim--^^^,, 

p^^ = nycosi-h^^^y 

F étant une fonction de x, j, qui serait l'intégrale de l'équation aux 
différentielles partielles obtenue en substituant ces valeurs dans la 
formule (6) ; mais cette équation, qui est du second ordre et du second 
degré, est trop compliquée pour qu'on puisse songer à l'intégrer. 

Quant aux conditions relatives aux limites, elles s'obtiendront en 
exprimant : i*" que N = o, T = o pour tous les points des talus, en 
faisant ainsi abstraction de la pression atmosphérique, ce qui revient à 
considérer N comme l'excès, sur cette pression, d'une pression inté- 

T 
rieure normale; 2^ que, pour tous les points du mur, -^ est égal à la 
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tangente de Tangle de frottement od de la terre sur la maçonnerie, tii 
appelant 0' Tangle formé par un élément du parement intérieur du 
mur avec ()j^, on a, pour tous les points de ce parement, en vertu des 
relations (a). 

Examen d'un cas particulier. — Supposons maintenant que le profil 
du talus soit rectiligne, que Ton prenne sa direction pour axe des x et 
que le profil du parement intérieur du mur soit également rectiligne, 
ou que 0' soit constant; supposons de plus que cet angle ait une valeur 
telle, sauf à la déterminer ultérieurement, que les pressions soient des 
fonctions de j seulement. Les équations (r) donnent 

Pxr = - nrsin/, 

(C)j Pyy= n^COS/, 

<»t, en substituant ces valeurs dans l'équation (G), on Irouve 

( I o ) p,,j, = ï[y[2n — cosi ), 

(Ml posant 



(M W = 1/ : I ) , 

' \ rosa y cos-a / cosa 

et rejetant le signe -h du radical, pour lequel /i, par suite /^j..^, serait 
infini pour a = 90", tandis que la limite de /i, en prenant l'autre signe, 

est .: on a, par suite, 

y. cos / * 

N = IIj[/i — (cos/ — /i) cos 25 — sini sinaôj, 
T = njf(cos£ — n) sinaS — sini cos2Ô], 

et pour le parement du mur 

, (cos/ — /i)sin2 6' — sinicosaO' 

tanffa = — ^— ^ : —. -ri : r-^ jr, y 

° n — (cosi — /i)cosaO — sin/sinaO 
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i'r|ii;itioii qui fera connaître l'angle 5'. On a aussi 



^ ïini 



r»'i^ / — n 



f't le:» lignes iso2»tatiques de chaque système sont droites et |>aral- 

h'|ir> 

(>-> lignirsile glissement sont également droiteset leurs inclin.iiNons 5 
sur Ov Vint données par 

Xi\\\o i^z:z7. = -. : — 

i);ins tous les autres cas, les lignes de glissement ne seront pas droites. 
<onjme on le suppose a priori, dans la théorie ordmaire de la |MHisséf 
dps terres. 

K'a'^ diffèreiiles considérations sont dues à M. Maurice f^vv. 
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